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lancer dans la mode´lisation de mes expe´riences. Graˆce a` lui j’ai beaucoup appris sur la recherche et
sur la science en ge´ne´ral.
Je voudrais e´galement remercier mon co-directeur de the`se, Luc Lebon, pour la grande liberte´ qu’il
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Introduction
Le ressaut hydraulique circulaire forme´ par l’impact d’un jet sur un plan horizontal est un phe´-
nome`ne dont nous avons tous fait l’expe´rience (en particulier en faisant la vaisselle). Lorsqu’un jet
liquide vertical impacte une plaque plane horizontale il se forme un “mur liquide” circulaire au fond
de votre e´vier, entourant le jet impactant. On appelle ce mur liquide ressaut hydraulique circulaire.
Mais le plus simple pour comprendre de quoi nous parlons est encore une photographie (Fig. 1).
Figure 1 – Ressaut hydraulique circulaire obtenu par l’impact d’un jet liquide sur un plan
horizontal. On observe une zone de faible e´paisseur et de forte vitesse pre`s de l’impact puis une
zone de forte e´paisseur et de faible vitesse apre`s un “mur” liquide. Photographie : Wikipe´dia
Ce phe´nome`ne de choc est si visuel et si riche en terme de physique qu’il est devenu l’un des
inde´modables de l’enseignement de l’hydrodynamique : on le trouve dans tous les cursus universitaires
de physique, dans tous les ouvrages de re´fe´rence d’hydrodynamique et dans un grand nombre de pu-
blications destine´es a` la vulgarisation scientifique.
Le ressaut hydraulique circulaire est e´galement un phe´nome`ne physique pre´sent dans l’industrie.
Un moyen de refroidir une surface est de l’impacter par un jet liquide froid. La structure du ressaut hy-
draulique reveˆt donc une importance capitale dans la maˆıtrise du refroidissement et du se´chage d’une
surface [96, 3, 72]. On trouve aussi des jets impactants dans des applications comme le nettoyage de
surface et les tests d’enduisages.
Connaissant ce contexte il semble presque absurde d’e´crire une the`se sur un sujet si “acade´mique”
et l’on peut douter de l’utilite´ d’une e´tude sur un phe´nome`ne si “classique” et conside´re´ comme bien
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compris par une bonne partie de la communaute´ scientifique.
C’est d’ailleurs aussi ce que nous pensions lorsqu’a de´bute´ cette the`se. L’ide´e e´tait alors d’e´tudier
la non coalescence de gouttes dans le ressaut hydraulique : nous conside´rions donc le ressaut un peu
comme un the´aˆtre connu. Pourtant nous nous sommes aperc¸us a` la lecture des publications existantes
que le sujet e´tait loin d’eˆtre clos. Par exemple il n’existe pas a` ce jour de loi analytique donnant
pre´cise´ment la position du ressaut en fonction du de´bit, des parame`tres physiques du liquide et de la
ge´ome´trie du dispositif.
Si le ressaut circulaire sur un plan horizontal est loin d’eˆtre entie`rement compris, il est aussi apparu
que les brisures de syme´trie qui surviennent lorsque l’on incline le plan et l’injecteur n’ont fait l’objet
que de peu d’e´tudes. Cette question est pourtant d’un grand inte´reˆt the´orique (structure du choc dans
un champ exte´rieur) en physique non line´aire et e´galement d’un grand inte´reˆt pratique.
Ce n’est donc pas un mais trois proble`mes autour du ressaut circulaire que nous allons traiter
dans le pre´sent me´moire. Chacun de ces sujets est introduit au de´but de la partie qui s’y rapporte par
un e´tat de l’art. Afin d’offrir plus de liberte´ au lecteur, les parties sont e´crites, autant que possible,
de fac¸on a` pouvoir eˆtre aborde´es se´pare´ment. Un pre´ambule introduit brie`vement les concepts fonda-
mentaux, certains re´sultats classiques ou originaux relatifs aux ressauts hydrauliques. Ce pre´ambule a
donc pour but de fournir a` la fois des re´sultats utiles pour les trois parties inde´pendantes composant
ce me´moire mais aussi un e´clairage original sur les travaux de´veloppe´s dans chacune de ces parties.
La premie`re partie abordera le cas du ressaut hydraulique circulaire classique. Nous y traiterons
de la se´lection du rayon du ressaut via une approche nouvelle base´e sur l’e´tude du nombre de Froude
en sortie de ressaut. Nous aboutirons alors a` une loi analytique simple permettant de lier rayon de
ressaut et diffe´rents parame`tres physiques et ge´ome´triques.
La seconde partie traitera de la brisure de syme´trie du ressaut mentionne´e ci-dessus : le ressaut
forme´ par un jet perpendiculaire a` un plan incline´. Nous y de´velopperons une e´tude expe´rimentale
ainsi que des pistes the´oriques permettant d’interpre´ter nos re´sultats.
La troisie`me partie aura pour objet une situation originale lie´e au ressaut : la dynamique d’une
goutte en non-coalescence roulant dans le ressaut hydraulique.
Enfin nous e´voquerons rapidement deux ide´es originales d’expe´riences prometteuses qui n’ont pu
eˆtre de´veloppe´es plus avant dans le pre´sent me´moire mais qui sont susceptibles d’apporter un autre
regard sur nos re´sultats.
Chapitre I
Pre´ambule : une introduction au
ressaut hydraulique
Lorsqu’un jet liquide vertical impacte une plaque plane horizontale il va se former un “mur liquide”
circulaire entourant le jet impactant. On appelle ce mur liquide ressaut hydraulique circulaire. Ce
ressaut hydraulique se´pare deux zones distinctes : une zone de faible e´paisseur et de grande vitesse
situe´e pre`s du jet (et donc en amont du choc) et une zone de plus grande e´paisseur et de plus faible
vitesse situe´e en aval du ressaut.
Cet objet bien que tre`s quotidien a de quoi surprendre : pourquoi la pente du mur est-elle si
abrupte, d’ou` vient ce choc et pour quelle raison se produit-il a` ce rayon particulier ? Trouve-t-on dans
la nature d’autres phe´nome`nes comparables a` ce “ressaut hydraulique”?
I.1 Le ressaut hydraulique
Du point de vue des ondes de surfaces (voir section I.2.3), on peut de´finir le ressaut hydraulique
comme la transition brutale entre un e´coulement super critique a` grande vitesse et faible e´paisseur et
un e´coulement sous critique de faible vitesse et grande e´paisseur (voir Fig. I.1).
uJ
UJ
hJ
HJ
Figure I.1 – Sche´ma repre´sentant un ressaut hydraulique c’est-a`-dire la transition brutale d’un
e´coulement de´fini par une faible e´paisseur hJ et une forte vitesse uJ vers un e´coulement de forte
e´paisseur HJ et de faible vitesse UJ .
Meˆme avant l’invention de l’e´vier et du robinet il e´tait de´ja` possible d’observer ce phe´nome`ne.
En particulier, on peut observer un mascaret ou un ressaut hydraulique en se promenant le long des
rivie`res ou des fleuves. Le mascaret est un phe´nome`ne provoque´ par l’onde de la mare´e montante se
caracte´risant par une vague, plus ou moins haute, qui remonte le cours du fleuve et dont la puissance
varie en fonction de la hauteur de la mare´e, du de´bit du fleuve et de la topographie. Ce phe´nome`ne
naturel, parfois mortel a pu eˆtre observe´ sur la Seine avant la re´gulation de son e´coulement et peut
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encore l’eˆtre sur la Dordogne ou la Se´lune (voir Fig. I.2). Il s’agit du plus ce´le`bre exemple de ressaut
hydraulique a` l’e´chelle macroscopique. Le mascaret est en fait un ressaut mobile, mais on peut aussi
observer un ressaut hydraulique stationnaire lors d’un laˆcher d’eau au cours de l’activite´ d’un barrage,
a` la sortie d’une chute d’eau ou encore dans un de´versoir (voir Fig. I.2).
(a)
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Fig. 7. Photographs of tidal bores in France. (A) Approaching tidal bore of the Sélune river on 7 April 2004, (B) tidal bore of the Dordogne river in Sept. 2006 (Courtesy of
Antony Colas) – bore propagation from left to right.
affected significantly the velocity distributions beneath the wave
trough.
It is worthwhile noting the usage of modern velocity measure-
ment techniques in recent studies of undular jumps (Table 1). The
LDV, PIV, and ADV systems record only the velocity field. But, in
undular flows, the pressure gradient is not hydrostatic and detailed
experiments should record both pressure and velocity fields. The
traditional Prandtl–Pitot tube is still the only instrument that can
record simultaneously velocity, pressure and total energy, and the
bed shear stress after appropriate calibration [5,41].
3. Positive surges and tidal bores
Positive surges are commonly observed in man-made channels
and a related occurrence is the tidal bore in estuaries (Fig. 7).
The inception and development of a positive surge are commonly
predicted using the method of characteristics and Saint-Venant
equations [42]. After formation of the surge, the flow properties
immediately upstream and downstream of the front must satisfy
the continuity and momentum principles [2,34,43,44]. Eqs. (1) and
(2) are valid by introducing the surge Froude number definition:
Fr = (V + U )/√g × d where U is the surge front celerity for an
observed standing on the channel bank. A fully-developed positive
surge is also called a hydraulic jump in translation.
Positive surges were studied by hydraulicians and applied
mathematicians for a few centuries. Major contributions included
the works of Barré de Saint-Venant [42], Boussinesq [12], and more
recently Lemoine [35], Serre [36] and Benjamin and Lighthill [45].
Several researchers discussed the development of a positive surge
[46–49]. Classical experimental investigations of undular surges in-
cluded Darcy and Bazin [10], Favre [26], Zienkiewicz and Sandover
[50], Sandover and Holmes [51], Benet and Cunge [27]. Ponsy and
Carbonnell [52] and Treske [28] presented a comprehensive de-
scription of positive surges in trapezoidal channels of large sizes.
Pertinent reviews comprised Benjamin and Lighthill [45], Sander
and Hutter [53] and Cunge [54]. Recent numerical studies encom-
passed Madsen and Svendsen [55] on the stationary jump, and
Caputo and Stepanyants [56], Madsen et al. [57] and El et al. [58]
on advancing bores.
To date, most experimental studies were limited to visual obser-
vations and sometimes free-surface measurements. For example,
Fig. 8 shows some undular surge characteristics. Fig. 8A presents
some wave amplitude data including a tidal bore data set (Dee
river). Fig. 8B compares the wave steepness aw/Lw between un-
dular surges and jumps. Previous studies rarely encompassed tur-
bulence except in a few limited studies [29,59,60]. In the fol-
lowing paragraph, recent free-surface and turbulent velocity mea-
surements obtained in a large-size laboratory facility [29,30] are
re-analysed. The unsteady flow results provide an unique charac-
terisation of the advancing front, of the unsteady turbulent velocity
field in the front, and of the associated turbulent mixing processes
in positive surges and tidal bores.
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Fig. 7. Photographs of tidal bores in France. (A) Approaching tidal bore of the Sélune river on 7 April 2004, (B) tidal bore of the Dordogne river in Sept. 2006 (Courtesy of
Antony Colas) – bore propagation from left to right.
affected significantly the velocity distributions beneath the wave
trough.
It is worthwhile noting the usage of modern velocity measure-
ment techniques in recent studies of undular jumps (Table 1). The
LDV, PIV, and ADV systems record only the velocity field. But, in
undular flows, the pressure gradient is not hydrostatic and detailed
experiments should record both pressure and velocity fields. The
traditional Prandtl–Pitot tube is still the only instrument that can
record simultaneously velocity, pressure and total energy, and the
bed shear stress after appropriate calibration [5,41].
3. Positive surges and tidal bores
Positive surges are commonly observed in man-made channels
and a related occurrence is the tidal bore in estuaries (Fig. 7).
The inception and development of a positive surge are commonly
predicted using the method of characteristics and Saint-Venant
equations [42]. After formation of the surge, the flow properties
immediately upstream and downstream of the front must satisfy
the continuity and momentum principles [2,34,43,44]. Eqs. (1) and
(2) are valid by introducing the surge Froude number definition:
Fr = (V + U )/√g × d where U is the surge front celerity for an
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the works of Barré de Saint-Venant [42], Boussinesq [12], and more
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Several researchers discussed the development of a positive surge
[46–49]. Classical experimental investigations of undular surges in-
cluded Darcy and Bazin [10], Favre [26], Zienkiewicz and Sandover
[50], Sandover and Holmes [51], Benet and Cunge [27]. Ponsy and
Carbonnell [52] and Treske [28] presented a comprehensive de-
scription of positive surges in trapezoidal channels of large sizes.
Pertinent reviews comprised Benjamin and Lighthill [45], Sander
and Hutter [53] and Cunge [54]. Recent numerical studies encom-
passed Madsen and Svendsen [55] on the stationary jump, and
Caputo and Stepanyants [56], Madsen et al. [57] and El et al. [58]
on advancing bores.
To date, most experimental studies were limited to visual obser-
vations and sometimes free-surface measurements. For example,
Fig. 8 shows some undular surge characteristics. Fig. 8A presents
some wave amplitude data including a tidal bore data set (Dee
river). Fig. 8B compares the wave steepness aw/Lw between un-
dular surges and jumps. Previous studies rarely encompassed tur-
bulence except in a few limited studies [29,59,60]. In the fol-
lowing paragraph, recent free-surface and turbulent velocity mea-
surements obtained in a large-size laboratory facility [29,30] are
re-analysed. The unsteady flow results provide an unique charac-
terisation of the advancing front, of the unsteady turbulent velocity
field in the front, and of the associated turbulent mixing processes
in positive surges and tidal bores.
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Fig. 18. Hydraulic jump at the spillway toe of Chinchilla minimum energy loss weir on 8 Nov. 1997.
storm water systems and water treatment facilities, hydraulics
jumps may be experienced with Reynolds numbers ranging fro
106 to over 108. Fig. 18 illustrates a prototype spillway flow sit-
uation with hydraulic jump Reynolds number of about 107. The
supercritical flow down the concrete spillway chute (Fig. 18, left)
impacts the deep tailwaters resulting in a hydraulic jump. Note the
brown colour of the waters because of the presence of suspended
sediments, yielding a three-phase (water–air-sediment) flow in the
hydraulic jump roller.
In a physical model, the flow conditions are said to be simi-
lar to those in the prototype if the mod l d splays similarity of
form (geometric similarity), similarity of motion (kinematic sim-
ilarity) and similarity of forces (dynamic similarity) [89]. Scale
effects may exist when one or more relevant dimensionless pa-
rameters have different values in the model and prototype. Eq. (6)
highlighted that the study of air bubble entrainment in hydraulic
jumps required a large number of relevant parameters [88]. The
present analysis demonstrated further that dynamic similarity of
two-phase flows in hydraulic jumps cannot be achieved with a
Froude similitude unless working at full-scale (1:1). In experi-
mental facilities with Reynolds numbers up to 105, some viscous
sc l effects were observed in t rms of the rate f entrained
air (void fraction), air–water interfacial area (bubble count rate)
and bubble size populations (bubble chord time distributions)
(Figs. 15–17).
5. Conclusi n
In an open channel, a hydraulic jump is a relatively short
and turbulent flow. Its one-dimensional flow properties may be
solved using the continuity and momentum principles [1]. But, the
present knowledge of the turbul nt flow field is fairly limited es-
pecially in environmental and geophysical flow processes such s
those illustrated in Figs. 1, 7, 13 and 18.
The complicated nature of the undular hydraulic jump is de-
scribed and illustrated by experimental means. The undular flow is
subjected to rapid pressure and velocity redistributions between
adjacent troughs and crests. The interactions between boundary
friction and free-surface flow play a major role and they are re-
sponsible for basic differences between undular surges and jumps.
The positive surge is an unsteady form of hydraulic jump which
may be solved using the continuity and momentum principles.
A challenging environmental application is the tidal bore, and the
understanding of turbulence beneath a propagating surge is essen-
tial to comprehend the basic sediment transport processes. The
turbulent hydraulic jump with roller is characterised by strong
air bubble entrainment, spray and splashing. Basic dimensional
consideration, supported by experimental evidences, showed that
Froude-similar experiments are affected by some drastic scale ef-
fects in terms of void fraction, bubble count r te and bub le chord
time distributions. Experim ntal results obtained wi h Reynolds
numbers up to 105 cannot be extrapolated to large-size prototype
flows without significant scale effects.
After centuries of research, the hydraulic jump remains a fas-
cinating flow motion and the present knowledge is insuﬃcient
in several areas: e.g., gas entrainment, turbulence, undular flow.
The present expertise lacks further experimental observations at
the geophysical scales: i.e., with Reynolds number of 106 and
above. Numerical modelling of hydraulic jumps may be a future
research direction. The numerical approach is not simple because
the hydraulic jump flow encompasses many challenges including
interactions between vortical structures and free-surface, and two-
phase flow turbulence. Some numerical techniques (LES, VOF) can
be applied to turbulent flows with large Reynolds numbers, but
they lack microscopic resolutions and are not always applicable
to two-phase flows. Other numerical techniques (DNS) provide a
greater level of small-scale details but are limited to turbulent
flows with relatively small Reynolds numbers. Future studies of hy-
draulic jumps may be based upon some composite models linking
up numerical and physical studies.
Glossary
Bélanger equation: momentum equation applied across a hydraulic
jump in a horizontal channel; the equation was named after
Jean-Baptiste Bélanger.
Éteules: French for whelps.
Fawer jump: undular hydraulic jump.
Hydraulic jump: stationary transition from a rapid, high-velocity
flow to a slower fluvial flow motion.
Mascaret: French for tidal bore.
Pororoca: tidal bore of the Amazon river in Brazil.
Positive surge: a positive surge results from a sudden increase in
flow depth. It is an abrupt wave front. The unsteady flow con-
ditions may be solved as a quasi-steady flow situation and a
positive surge is called a hydraulic jump in translation.
Rapidly varied flow: is characterised by large changes over a short
distance (e.g. sharp-crested weir, sluice gate, hydraulic jump).
Roller: in hydraulics, a series of large-scale turbulent eddies: e.g.,
the roller of a hydraulic jump.
Figure I.2 – Photographies de divers ressauts hydrauliques. (a) et (b) Photographies de ressaut
hydraulique dans les fleuve Se´lune (a) et Dordogne (b). Le ressaut se propage de la gauche vers
la droite. (c) Ressaut hydraulique en sortie de barrage (Photo extraite de Wikipe´dia). (d) Photo-
graphie d’un ressaut hydraulique dan le de´vers ir de Chinchilla. Ces hotographies a` l’exception
de la sortie de barrage sont xt aites de la re´fe´renc [19]
On peut enfin trouv r des e´quiv lents du ressaut hydraulique a` de bien plus etites e´chelles comme
cela a e´ e´ montre´ re´cemment par Cohen et al. [22] qui font e´tat d’un ressaut “capillaire” dans les
mousses (voir Fig. I.3).
I.2 Ress ut da s un c nal, relation d passage et nombre de
Froude
I.2.1 Re saut dans un c nal
Le phe´nome`ne du ressaut hydraulique dans un canal a e´te´ largement e´tudie´ par le passe´, le plus
souvent pour d’assez grandes e´chelles. On pense par exemple a` Bidone [7] qui voyait dans le ressaut
hydraulique un moyen de sure´lever le liquide afin de faciliter l’irrigation. Il fut le premier a` observer
et a` de´crire le ressaut hydraulique dans un cas a` deux dimens ons. On peut e´galement enser a` Darcy
et Bazin qui re´alise`rent des expe´riences peu connue autour du es aut [27].
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Figure I.3 – Se´quence d’images de la re´partition de liquide faisant suite a` la perturbation
d’un bord de Plateau par apport d’une goutte de liquide. Deux ressauts ”capillaro-inertiels” se
propagent a` vitesse constante de part et d’autre de la goutte. Les images sont extraites de [22].
Depuis, de tre`s nombreux auteurs ont continue´ a` travailler sur cette question du ressaut hydrau-
lique dans un canal [19], en faisant varier les conditions : un canal s’e´largissant [100, 112], un canal
incline´ [32, 38, 6] ou en plac¸ant un obstacle dans le canal pour forcer la position du ressaut [51] etc.
Des e´tudes ont aussi e´te´ mene´es en faisant varier les conditions de l’e´coulement : laminaire [56] ou tur-
bulent 1[77] ce qui a parfois pour effet d’entraˆıner des bulles d’air dans le ressaut [20, 18]. Ce domaine
de recherche apparaˆıt comme particulie`rement actif aux vues des tre`s nombreuses publications sur le
sujet. Cela est probablement duˆ aux multiples applications que reveˆt ce phe´nome`ne qui touche a` la
fois a` des proble´matiques concre`tes comme les barrages hydroe´lectriques et a` des e´tudes fondamentales
sur les e´coulements ge´ophysiques.
I.2.2 Relation de passage
Toutefois, l’un des travaux ayant le plus marque´ les recherches sur le ressaut hydraulique reste
l’e´tude re´alise´e par l’hydraulicien Jean Baptiste Be´langer [5]. Be´langer y e´crit en particulier pour la
premie`re fois les relations de conservation de la quantite´ de mouvement et du de´bit au niveau du choc
(voir Fig. I.4) ce qui permet d’aboutir a` :
1
2
gH2J +HJU
2
J =
1
2
gh2J + hJu
2
J , hJuJ = HJUJ , (I.1)
ce qui donne :
HJ
hJ
=
1
2
√1 + 8 u2J
ghJ
− 1
 , (I.2)
avec uJ , hJ , UJ et HJ respectivement les vitesses et hauteurs avant et apre`s le choc (voir Fig. I.1).
Cette relation de passage est de´terminante. En effet c’est elle qui fixe la position du choc, lorsque les
profils de hauteurs avant et apre`s sont connus. A ce jour cette relation de passage est toujours utilise´e
en l’e´tat bien que parfois corrige´e par un terme de tension de surface et des pre´facteurs permettant
de tenir compte des profils des e´coulements avant et apre`s le choc.
1. Bien que la plupart du temps on se trouve en re´gime turbulent dans le cas d’un ressaut hydraulique dans un canal.
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Figure I.4 – Sche´ma d’un ressaut hydraulique utilise´ par Be´langer pour illustrer sa description
du phe´nome`ne de ressaut dans [5]. Collections patrimoniales des Ponts.
I.2.3 Nombre de Froude
Une fac¸on d’interpre´ter le phe´nome`ne de ressaut, qu’il soit dans un e´vier ou dans un fleuve, est de
conside´rer la compe´tition entre vitesse d’e´coulement du liquide et vitesse des ondes gravitaires : dans
la zone amont le liquide se de´place plus vite que les ondes gravitaires, il les entraine donc. Dans la
zone aval, les ondes gravitaires se de´placent plus vite que le liquide, elles sont donc susceptibles de
remonter le courant. Il y a donc accumulation en un point ce qui forme un ”mur liquide” : le ressaut
hydraulique. Pour mesurer la compe´tition entre ondes gravitaires et vitesses du liquide on utilise un
nombre sans dimension, le “nombre de Froude”, du nom de l’hydrodynamicien anglais William Froude
qui le de´finit ainsi :
Fr =
v√
gh
(I.3)
Ou` v est la vitesse du liquide, g l’acce´le´ration de pesanteur, h la hauteur de liquide et
√
gh e´tant par
conse´quent la vitesse des ondes gravitaires de surface.
La relation de passage (I.2) fait donc naturellement apparaˆıtre ce nombre de Froude :
HJ
hJ
=
1
2
(√
1 + 8Fr2i − 1
)
, (I.4)
ou` Fri est le nombre de Froude en amont du ressaut ou nombre de Froude interne. Cette relation de
passage couple´e a` la conservation du de´bit permet aussi de lier les nombres de Froude amont et aval :
Fri
Fre
=
22/3(√
1 + 8Fr2i − 1
)3/2 , (I.5)
ou` Fri =
uJ√
ghJ
et Fre =
UJ√
gHJ
avec uJ , hJ , UJ et HJ respectivement les vitesses et hauteur avant et
apre`s le choc.
On aura ainsi Fri > 1 en amont, on parle alors d’e´coulement supercritique et Fre < 1 en aval,
on parle alors d’e´coulement sous-critique. S’il est aise´ de de´finir le nombre de Froude dans le cas d’un
ressaut fluvial (la vitesse moyenne du liquide e´tant similaire a` la vitesse de surface et les ondes capil-
laires e´tant e´videmment ne´gligeables) cela est plus ambigu (et peut eˆtre moins pertinent) dans le cas
du ressaut d’e´vier qui lui est centime´trique voir millime´trique ( les ondes capillaires y sont donc bien
pre´sentes) et ou` la structure de l’e´coulement est tout sauf simple...
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I.3 Le ressaut hydraulique circulaire
Or, c’est justement le ressaut hydraulique circulaire (ou ressaut d’e´vier) qui va nous inte´resser dans
ce me´moire. Lorsqu’un jet liquide vertical impacte perpendiculairement une plaque horizontale, il est
de´fle´chi et s’e´coule radialement le long de la plaque sous forme d’un film mince. 2 Ce film mince de
vitesse moyenne e´leve´e s’e´paissit ensuite brutalement, on observe alors un mur liquide ou saut : le
ressaut hydraulique circulaire. Le film liquide e´pais va ensuite s’e´couler radialement jusqu’aux bords
de la plaque. Une illustration de ce phe´nome`ne est pre´sente´e en Fig. I.5.
Figure I.5 – Un jet liquide (huile silicone de viscosite´ 20 cS) impacte perpendiculairement une
surface horizontale. On observe un ressaut circulaire hydraulique. Une zone centrale de faible
e´paisseur et de forte vitesse (Fri > 1) est se´pare´e par le ressaut de la zone externe ou` la hauteur
de liquide est importante et la vitesse faible (Fre < 1).
Cela fait maintenant plus de cinq sie`cles que ce phe´nome`ne intrigue : Le´onard de Vinci, notait
dans l’un de ses nombreux carnets d’observations (ou` l’on trouvait e´galement de nombreux croquis
comme ceux pre´sente´s en Fig. I.6) : l’eau qui tombe en ligne perpendiculaire par un tuyau arrondi sur
un lieu plan, tracera une onde circulaire autour de l’endroit percute´ ; a` l’inte´rieur de ce cercle, l’eau
se mouvra tre`s rapidement et s’e´talera en une couche fort mince autour du point frappe´, puis finira
par heurter la vague qu’elle a produite qui cherche a` retourner au lieu de la percussion. [31]
Les premie`res expe´riences controˆle´es sur le ressaut circulaire hydraulique sont, elles, dues a` Felix
Savart [102, 103]. Lors de ces e´tudes de nappes et cloches liquides forme´es par l’impact d’un jet
perpendiculaire sur un plan horizontal, il se place parfois a` faible de´bit, la structure qu’il observe alors
est celle d’un ressaut hydraulique circulaire. Il s’est donc attache´ a` la de´crire et a` la reproduire dans
son Me´moire (voir Fig. I.7).
On doit a` Lord Rayleigh en 1914 [94] l’une des premie`res publications rapprochant le cas du res-
saut hydraulique dans un canal et celui du ressaut circulaire stationnaire que l’on peut observer lors
de l’impact d’un jet. Dans ce travail, qui reprend la condition de choc propose´e par Be´langer, il est
2. Au niveau de l’impact du jet on observe aussi une zone de stagnation.
20 CHAPITRE I. PRE´AMBULE : UNE INTRODUCTION AU RESSAUT HYDRAULIQUE
(a) (b) (c)
Figure I.6 – Croquis issus des carnets de Le´onard de Vinci dans la partie “Percussion de
l’eau tombant sur divers objets”. On y retrouve les premie`res observations concernant le ressaut
circulaire hydraulique. On remarquera en particulier l’intuition de de Vinci proposant trois ex-
pe´riences diffe´rentes : (a) le ressaut hydraulique sur une surface plane sans bords (ou mur de
confinement), (b) l’interaction de plusieurs jets et l’interaction des ressauts qui en de´coulent et
(c) le ressaut hydraulique sur une surface plane mais avec un bord. On retrouvera ces croquis
dans les carnets [31] dont les originaux sont conserve´s a` la British Library.
Figure I.7 – Vue de coˆte´ d’un ressaut hydraulique circulaire reporte´e par Savart dans [102].
e´galement fait e´tat de la dissipation d’e´nergie qui a lieu lors du choc : meˆme pour un liquide inviscide,
comme celui conside´re´ jusqu’a` pre´sent, l’e´nergie n’est pas conserve´e de part et d’autre du choc. On
doit donc a` Rayleigh l’application des the´ories, de´ja` bien e´tablies dans le cas d’un ressaut dans un
canal, au cas du ressaut circulaire, meˆme s’il ne les a pas traite´es lui-meˆme.
Ces travaux en inviscide sont suffisants pour pre´dire la position du choc en connaissant les hauteurs
amont et aval comme cela est explique´ dans l’article de Watson [114]. Cette the´orie sera de´veloppe´e
plus loin mais on peut dore´navant de´voiler qu’elle donne une tre`s mauvaise pre´diction de la position
du ressaut. L’approximation d’un fluide inviscide est beaucoup trop forte meˆme pour traiter le cas
usuel ou` la viscosite´ n’est jamais ne´gligeable.
C’est Tani [108] qui tentera la premie`re mode´lisation du ressaut “visqueux”. En effet, une couche
limite visqueuse se de´veloppe apre`s l’impact du jet et envahit rapidement toute l’e´paisseur de liquide
dans la zone interne. Cette couche limite a pour effet de ralentir grandement le liquide, modifiant
ainsi son e´paisseur. Cette prise en compte de la composante visqueuse du liquide permet ensuite l’une
des the´ories les plus abouties du ressaut circulaire : l’approche de´veloppe´e par Watson [114]. L’ori-
ginalite´ de cette the´orie est de de´couper la zone interne (avant le choc) en quatre parties distinctes
(le choc, le de´veloppement de la couche limite, la transition vers un profil auto-similaire une fois que
la couche limite a envahi l’e´paisseur du liquide et enfin le profil auto-similaire) 3. Le ressaut circu-
laire n’a depuis cesse´ d’intriguer la communaute´ scientifique donnant lieu a` des e´tudes expe´rimentales
[26, 76, 9, 10, 52, 42, 43, 13, 14, 99], de nombreuses simulations nume´riques [56, 117, 82] et des e´tudes
the´oriques [45, 11, 8, 49, 56, 57, 90, 12, 13, 113, 14, 93, 63, 28, 97, 98, 79]. Parmi celles-ci il convient
toutefois de distinguer l’e´tude mene´e par Bohr et al. qui utilise les e´quations de couche limite et abou-
tit a` une loi d’e´chelle simple, donnant cette position du ressaut en fonction des principaux ingre´dients
3. Cette the´orie est de´veloppe´e dans les pages qui suivent.
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physiques du ressaut : la viscosite´, le de´bit et la gravite´ 4.
I.4 De l’e´vier aux e´toiles
Le ressaut circulaire est e´galement vu comme un outil analogique d’analyse d’autres objets phy-
siques. En particulier la transition entre zone supercritique et souscritique permet de mode´liser de
nombreux phe´nome`nes a` commencer par le passage d’une zone supersonique a` une zone subsonique.
Le ressaut hydraulique est ainsi analogue a` l’onde de choc qui se forme pre`s d’un avion supersonique
et qui correspond au passage de la vitesse de l’air v d’une valeur supe´rieure a` une valeur infe´rieure
a` celle du son c. L’analogue du nombre de Froude est ici le nombre de Mach Ma = v/c. D’ailleurs
en plongeant la pointe d’une aiguille dans la zone de faible e´paisseur (et donc de forte vitesse) de la
nappe liquide on observe, derrie`re l’obstacle la formation d’un sillage en forme de “V” caracte´ristique
(voir Fig. I.8) ; l’angle de ce “V” de´pend du nombre de Froude, comme les e´coulements compressibles
de´pendent du nombre de Mach. 5
(a)
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However, despite the passage of nearly a century since
Rayleigh’s description, an explicit experimental proof that the
transition from a supercritical to a subcritical flow occurs
precisely at the jump, and that the jump hence constitutes
a white hole horizon, has so far not been provided. Two
strategies could be pursued to provide such a proof. First, one
could measure vsr and c separately and compare their values.
Some measurements of the surface velocity exist (see, e.g.,
Ref. [14]). But these are rather sparse for the inner region. This
is probably due to the high value of the speed of flow inside
the jump and the complicated nature of its full profile (which
could also have an important nonradial component). Moreover,
the extreme thinness of the fluid film, typically thinner than
a particle image velocimetry laser sheet, means that such
imagery methods should be handled with care. Even more
complicated is the measure of the surface wave propagation
velocity c. A direct measure could be performed by sending
and tracking surface waves. Possible complications include the
dispersive nature of c, as well as the “backreaction” problem
well known in gravity, that is, the influence of the wave itself on
the geometry of the jump. Alternatively, one could measure the
height h of the fluid and, in principle, derive c as c = √gh plus
possible dispersive corrections. But this induces an additional
approximation, which one would prefer to avoid. From the
point of view of the white hole analogy, the second and better
strategy is therefore to measure the ratio vsr /c directly. Our
demonstration relies on the Mach cone associated with the
supercritical flow in the inner region of the jump.
It is well known that the envelope of the subsequent wave
fronts emitted by an object moving at a supersonic speed forms
an observable cone, the Mach cone [15]. The half-angle θ
(or Mach angle) of the cone can be related to the speed of
sound cso and the propagation velocity v of the object through
simple trigonometry: sin θ = cso/v = 1/M , with M the Mach
number. The same holds true for a point-like object at rest on
the surface of a supercritical fluid flow (vsr > c), with c now
the propagation speed of surface waves. Measurements of the
Mach angle therefore allow one to trace the ratio vsr /c in the
supercritical region. θ should exactly equalpi/2 at the hydrody-
namic white hole horizon, where c = vsr , and become complex
(the Mach cone disappearing) in the subcritical r gion.
II. EXPERIMENTS
Our experiment to demonstrate the presence of a hydrody-
namic horizon consists essentially of the following. Silicon oil
was pumped from within an aquarium through a steel nozzle
and impacted on a PVC plate placed inside the aquarium. The
silicon oil has a high viscosity (ν = 20 cS ≈ 20νwater), a low
surface tension (γ = 0.0206 N/m ≈ 13γwater), and a density
ρ = 950 kg/m3. The high viscosity allows maximization of
the laminarity of the flow. It also guarantees that we create
type I circular jumps (with a smooth unidirectional surface
flow) over a larger range of flow rates rather than type II
jumps (which exhibit surface flow reversal currents near the
jump radius) or even turbulent jumps like in water (see,
e.g., Ref. [3]). Such effects might be interesting from a
fluid mechanics point of view but are detrimental to the
gravitational analogy, which assumes a smooth propagation of
the surface waves. A low surface tension, moreover, guarantees
FIG. 1. (Color online) Dependence of the jump radius Rj [filled
(red) dots] and the fluid jet radius rjet [solid (blue) line, theoretical
curve; open (blue) diamonds, experimental values measured at a
distance z = 13 mm downward from the nozzle] on the flow rate
Q. Experimental parameters: distance from nozzle to impact plate
d = 76 mm; nozzle radius a = 1.925 mm; external fluid height
far from the jump H = 0 mm. Inset: Cross-section diagram of the
circular jump.
that w avoid polygonal or more exotic jump shapes [5].
The jump that we obtain therefore corresponds to the most
straightforward white hole analogy, namely, the circularly
symmetric (nonrotating) white hole. Figure 1 shows a typical
example of the jump radius Rj and the radius of the fluid jet
rjet versus the flow rateQ. The theoretical rjet curve is obtained
through rjet/a = (1+ 2gzpi2a4/Q2)−1/4, where a is the nozzle
radius and z the downward distance from the nozzle.
A needle p netrates the flow surf e at varying dista ce
from the jet’s impact point (the center of the circular jump)
(see Figs. 2 and 3) to create the Mach cones. We measure
the Mach angle as close as possible to the needle. Our main
results, the Mach angles θ as well as the resulting relation
FIG. 2. (Color online) Mach cone in a circular hydraulic jump.
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Figure I.8 – (a) Ressaut circulaire hydraulique. On observe une ride en “V” ouvert vers l’exte´-
rieur ou coˆne de Mach. Cela correspond a` un effet d’onde de choc, analogue au “bang” superso-
nique d’un avion. Photographie : Jannes et al. [60].(b) Photographie d’un avion de chasse en vol
supersonique. La condensation de l’eau forme des nuages qui servent de marqueurs des zones en
de´pression. Le nuage triangulaire principal repre´sente le coˆne de Mach le plus important, forme´
a` partir du bord d’attaque de l’aile. Photographie : Charles Mc Cain, Flick.
On peut aller encore plus loin avec un ressaut hydraulique. L’astrophysique nous propose des
applications de ce phe´nome`ne a` des e´chelles un million de fois plus grandes que notre e´vier. Foglizzo et
al. proposent d’interpre´ter en terme hydrodynamique l’accre´tion de neutrons entraˆınant la formation
d’une e´toile a` neutrons couple´e a` une supernova [44] 6. Pour mode´liser expe´rimentalement un tel
4. Nous de´velopperons plus loin ce mode`le. Nous de´taillerons e´galement l’apport the´orique de la plupart des e´tudes
cite´es ici en tachant d’en faire ressortir les grandes lignes.
5. Comme dans le cas du nombre de Mach ou` l’on observe une zone transsonique complexe pour 0, 94 < Ma < 1, 2,
la valeur du nombre de Froude n’est jamais de 1 au niveau du choc. Fr passe de Fr > 1 a` Fr < 1 brutalement
puisqu’il n’est pas possible de de´finir Fr au niveau du choc. L’e´coulement du liquide devenant vertical, il n’est alors
plus comparable de fac¸on simple a` la ce´le´rite´ des ondes de surface...
6. Pour me´moire, une e´toile a` neutrons est un astre principalement compose´ de neutrons maintenus ensemble par les
forces de gravitation. De tels objets sont le re´sidu compact issu de l’effondrement gravitationnel du cœur d’une e´toile
massive quand celle-ci a e´puise´ son combustible nucle´aire. Cet effondrement s’accompagne d’une explosion des couches
externes de l’e´toile, qui sont comple`tement disloque´es et rendues au milieu interstellaire, phe´nome`ne appele´ supernova.
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phe´nome`ne a` notre e´chelle Foglizzo et al. propose un dispositif inge´nieux : un “ressaut circulaire
inverse´”. Dans une ge´ome´trie cylindrique, une nappe de liquide de faible e´paisseur est injecte´e par les
coˆte´s sur une surface de forme hyperbolique Hgrav(r) ∝ − 1r , un ressaut se forme ensuite et l’e´coulement
vers le tube d’e´vacuation central se fait ensuite en re´gime sous-critique 7. La forme hyperbolique est
analogue au potentiel de gravite´ duˆ au coeur dense de la proto e´toile a` neutron. La hauteur de liquide
est relie´e a` la densite´ d’un gaz compressible (ici un gaz de neutrons) et le ressaut hydraulique figure le
choc d’accre´tion de l’e´toile a` neutrons. Une illustration de l’expe´rience est propose´e en Fig. I.9. Une
fois encore, le nombre de Froude dans cette ge´ome´trie permet l’analogie avec le nombre de Mach. Les
re´sultats de Foglizzo et al. montrent que sous certaines conditions une instabilite´ se de´veloppe et brise
la syme´trie et cela de manie`re analogue a` ce qui se passe pour une e´toile a` neutrons.
(a)
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A Shallow Water Analogue of the Standing Accretion Shock Instability:
Experimental Demonstration and Two-Dimensional Model
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Despite the sphericity of the collapsing stellar core, the birth conditions of neutron stars can be
highly non spherical due to a hydrodynamical instability of the shocked ac r tion flow. H re we
report the first laboratory experiment of a shallow water analogue, based on the physics of hydraulic
jumps. Both the experiment and its shallow water modeling demonstrate a robust linear instability
and nonlinear properties of symmetry breaking, in a system which is one million times smaller and
about hundred times slower than its astrophysical analogue.
PACS numbers: 97.60.Bw, 95.30.Lz, 47.20.-k, 01.50.Pa
The physics of stellar core-collapse involves complex in-
gredients such as nuclear physics, neutrino interactions,
multidimensional hydrodynamics and general relativity.
Current understanding is based on simplified formula-
tions which make the problem numerically tractable at
least, if not physically intuitive. A recent breakthrough
occurred on the hydrodynamical side with the recogni-
tion of a new instability mechanism [1–7] taking place
in the inner 200km of the collapsing core, during a few
hundred milliseconds before the explosion, while a spher-
ical accretion shock stalls above the surface of the proto-
neutron star. This shock was found to be unstable with
respect to global oscillations, with a period of a few tens
of milliseconds. An explosion is launched when sufficient
neutrino energy diffusing out of the dense central region
has been intercepted by the post-shock accreting mat-
ter [8]. When the explosion proceeds, the large scale
asymmetry resulting from this standing accretion shock
instability (SASI) imposes on the neutron star a velocity
kick mediated by gravitational forces [9–12], and can also
affect its spin in a direction surprisingly opposite to the
global rotation of the shock wave [13, 14]. The pulsar spin
period that could be accounted for by the spiral mode of
SASI is still debated [12–15]. These effects are likely to
depend on the progenitor mass and rotation rate, the
physical ingredients of the numerical model, and could
also be sensitive to numerical limitations such as numer-
ical resolution. We shed new light on the physical nature
of these processes by adopting an experimental approach
for the first time. The outcome is strikingly similar to the
astrophysical results obtained through numerical simula-
tions in an adiabatic approximation [13]. The simplicity
of the experiment in the familiar environment of shallow
water physics should allow physicists to build up physical
intuition about this instability.
A Shallow Water Analogue to a Shock Instability. The
experimental set up named SWASI is designed to produce
a Shallow Water Analogue of a Shock Instability. It is
based on the analogy between acoustic waves in a gas and
FIG. 1. Like the classical hydraulic jump in a kitchen sink
(upper left), the SWASI experiment (upper right and bot-
tom) involves a hydraulic jump associated to the deceleration
of a radial flow of water. Water is injected inward from an
annular injection reservoir (R) along a hyperbolic potential
well, and evacuated through a vertical cylinder (C), whose
walls mimic the surface of the neutron star. A pump (P)
distributes collected water. The lower picture illustrates the
stationary and axisymmetric character of water injection in a
stable configuration.
surface gravity waves in shallow water [16]. Their veloc-
ity c when the depth H is smaller than their wavelength
is defined by c2 = gH , where g is the gravitational accel-
eration in the laboratory. The hyperbolic shape Hgrav(r)
of the surface on which the shallow fluid flows is a for-
mal analogue to the gravitational potential Φ = gHgrav,
dominated by the mass of the central proto-neutron star.
The system of equations defining this flow in the inviscid
2D approximation can be directly compared to the equa-
tions describing an isentropic gas with an adiabatic index
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Despite the sphericity of the collapsing stellar core, the birth conditions of neutron stars can be
highly non spherical due to a hydrodynamical instability of the shocked accretion flow. Here we
report the first laboratory experiment of a shallow water analogue, based on the physics of hydraulic
jumps. Both the experiment and its shallow water modeling demonstrate a robust linear instability
and nonlinear properties of symmetry breaking, in a system which is one million times smaller and
about hundred times slower than its astrophysical analogue.
PACS numbers: 97.60.Bw, 95.30.Lz, 47.20.-k, 01.50.Pa
The physics of stellar core-collapse involves complex in-
gredients such as nuclear physics, neutrino interactions,
multidimensional hydrodynamics and general relativity.
Current understanding is based on simplified formula-
tions which make the problem numerically tractable at
least, if not physically intuitive. A recent breakthrough
occurred on the hydrodynamical side with the recogni-
tion of a new instability mechanism [1–7] taking place
in the inner 200km of the collapsing core, during a few
hundred milliseconds before the explosion, while a spher-
ical accretion shock stalls above the surface of the proto-
neutron star. This shock was found to be unstable with
respect to global oscillations, with a period of a few tens
of milliseconds. An explosion is launched when sufficient
neutrino energy diffusing out of the dense central region
has been intercepted by the post-shock accreting mat-
ter [8]. When the explosion proceeds, the large scale
asymmetry resulting from this standing accretion shock
instability (SASI) imposes on the neutron star a velocity
kick mediated by gravitational forces [9–12], and can also
affect its spin in a direction surprisingly opposite to the
global rotation of the shock wave [13, 14]. The pulsar spin
period that could be accounted for by the spiral mode of
SASI is still debated [12–15]. These effects are likely to
depend on the progenitor mass and rotation rate, the
physical ingredients of the numerical model, and could
also be sensitive to numerical limitations such as numer-
ical resolution. We shed new light on the physical nature
of these processes by adopting an experimental approach
for the first time. The outcome is strikingly similar to the
astrophysical results obtained through numerical simula-
tions in an adiabatic approximation [13]. The simplicity
of the experiment in the familiar environment of shallow
water physics should allow physicists to build up physical
intuition about this instability.
A Shallow Water Analogue to a Shock Instability. The
experimental set up named SWASI is designed to produce
a Shallow Water Analogue of a Shock Instability. It is
based on the analogy between acoustic waves in a gas and
FIG. 1. Like the classical hydraulic jump in a kitchen sink
(upper left), the SWASI experiment (upper right and bot-
tom) involves a hydraulic jump associated to the deceleration
of a radial flow of water. Water is injected inward from an
annular injection reservoir (R) along a hyperbolic potential
well, and evacuated through a vertical cylinder (C), whose
walls mimic the surface of the neutron star. A pump (P)
distributes collected water. The lower picture illustrates the
stationary and axisymmetric character of water injection in a
stable configuration.
surface gravity waves in shallow water [16]. Their veloc-
ity c when the depth H is smaller than their wavelength
is defined by c2 = gH , where g is the gravitational accel-
eration in the laboratory. The hyperbolic shape Hgrav(r)
of the surface on which the shallow fluid flows is a for-
mal analogue to the gravitational potential Φ = gHgrav,
dominated by the mass of the central proto-neutron star.
The system of equations defining this flow in the inviscid
2D approximation can be directly compared to the equa-
tions describing an isentropic gas with an adiabatic index
Figure I.9 – (a) Comme dans le cas du ressaut hydraulique classique, l’expe´rience de Foglizzo
et al. e t ce tre´e sur le ressaut hydrauliqu . L’eau est injecte´e p r les bords a` l’aide d’un re´servoir
annulaire d’injection (R) le long d’un potentiel hyperbolique de hauteur et e´vacue´e par un cylindre
vertical (C) dont le mur figure la surface de l’e´toile a` neutron. Une pompe (P) distribue l’eau
re´cupe´re´e dans le re´servoir. (b) La photographie illustre le caracte`re axisyme´trique et stationnaire
de l’injection d’eau dans une configuration stable. On observe dans la zone externe le film mince
de f rte vitesse puis le ressaut ydraulique et enfin la couche e´paisse. Sche´ma et photographie
extraits de Foglizzo et al. [44].
Un autre phe´nome`ne en cosmologie dont le ressaut circulaire est un syste`me mode`le est le “trou
blanc” soit un trou noir regarde´ en inversant le temps ; on parl r plutoˆt de retournement temporel.
En effet, il existe une analogie mathe´matique entre la propagation de champs dans un espace-temps
en relativite´ ge´ne´rale et l s ondes gravitaires a` la surface d’un liquid en mouvement. En par iculier les
e´missions stimule´es de radiation thermique d’un trou blanc peuvent eˆtre mises en lien avec les ondes
de surface que l’on peut observer en amont d’un obstacle place´ da s un e´coulement r pide [115]. Le
paralle`le entre ressaut et trou blanc a e´te´ propose´ par plusieurs groupes : Volovik [110], Ray et al. [93]
et Jannes et al. [60]. Pour Volovik, dans la partie interne du ressaut la vitesse du liquide de´passe la
ce´le´rite´ des ondes gravito-capillaires (ripplons). Ces ripplons sont donc conside´re´s comme relativistes
puisque advecte´s par le liquide et ne pouvant se propager dans cette zone interne. La meˆme me´trique 8
peut donc eˆtre utilise´e pour de´crire a` la fois le trou blanc et la propagation de ces ripplons. Cette
approche the´orique est ensuite reprise et de´veloppe´e par Ray et al. qui e´tudient les ondes stationnaires
et propagatives dans les zones internes et externes du ressaut circulaire hydraulique. Jannes et al.
cherchent a` apporter des preuves expe´rimentales sur ce lien entre ressaut circulaire et trou blanc (ap-
pele´ aussi fontaine gravitationnelle) en mesurant l’angle du coˆne de Mach cre´e´ en plongeant une aiguille
7. Il s’agit donc de l’expe´rience inverse du jet impactant : un film liquide a` forte vitesse est injecte´ par les bords
d’une plaque, donne naissance a` un ressaut hydraulique et s’e´vacue par un tube centrale.
8. Painleve´-Gullsrand a` 2+1 dimension
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dans la zone interne du ressaut (il s’agit du fameux “V” de´crit plus haut et illustre´ par la Fig. I.8).
Ils se proposent en outre de de´montrer the´oriquement le caracte`re “superluminal” de la relation de
dispersion des ondes gravito-capillaires puisque la vitesse des ondes est bien infe´rieure a` celle du liquide.
I.5 Ressaut circulaire, vortex et polygones
I.5.1 Structure du ressaut circulaire
D’un point de vue hydrodynamique, le ressaut circulaire est un exemple remarquable de la com-
plexite´ que peut reveˆtir la se´lection de forme d’un e´coulement a` surface libre. En particulier la structure
propre du ressaut soule`ve des questions fondamentales : le choc est accompagne´ par un de´collement
de la couche limite qui se de´veloppe dans la zone interne. Ce de´collement peut s’accompagner de
phe´nome`nes de recirculations qui peuvent donner lieu a` des brisures de syme´tries susceptibles d’eˆtre
ge´ne´ralise´es a` d’autres situations physiques comme nous le verrons plus loin.
Historiquement cette question de la structure est ne´e de la volonte´ de fixer des murs au bout de
la plaque sur laquelle on fait impacter le liquide, ainsi qu’illustre´ sur la Fig. I.10. L’ide´e e´tait simple :
si la hauteur du mur Hmur est suffisante on peut conside´rer que la hauteur du mur correspond a`
peu pre`s a` la hauteur de liquide juste apre`s le ressaut HJ . Cela permettait de fixer une des variables
dans l’e´quation du choc de Be´langer (I.1) et donc de simplifier la re´solution du proble`me. Il est alors
apparu que ces murs de confinement pouvaient avoir une influence e´norme, changeant la structure
meˆme de l’e´coulement apre`s le choc et en particulier donnant naissance a` des vortex de recirculation.
L’apparition de ces vortex et les diffe´rents modes de recirculation permettent de de´finir plusieurs types
de ressauts.
RJ
Hmur
Figure I.10 – Sche´ma d’un ressaut hydraulique vu de coˆte´. On se propose de rajouter un mur
de confinement de hauteur Hmur en bord de plaque et d’observer son influence sur RJ ainsi que
sur la structure meˆme de l’e´coulement.
Ces diffe´rents types de ressaut ont d’abord e´te´ observe´s par Craik et al. [26] puis Liu et al. [76].
Nous nous proposons ici de re´pertorier les structures observe´es jusqu’a` pre´sent. 9
Le ressaut de type I (voir Fig. I.11) est conside´re´ comme le ressaut circulaire classique, il est
obtenu avec des murs de faibles hauteurs, voire pas de mur du tout [108] comme c’est le cas dans
notre dispositif expe´rimental. Il se caracte´rise par un e´coulement radial a` l’exception d’une zone de
recirculation simple juste en aval du ressaut. Il est a` noter que cette zone de recirculation peut eˆtre
9. La nomenclature type I, II est due a` Ellegaard et al. [9] et la distinction entre type IIa et IIb est, elle, due a` Liu
et al. .
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extreˆmement faible, en particulier en l’absence de mur de confinement. 10. Le type IIa se caracte´rise
lui par un vortex (ou bulle de se´paration) similaire au pre´ce´dent mais de plus grand rayon et surtout
par un deuxie`me vortex ayant pour effet de renverser le sens de la vitesse de surface au niveau du mur
liquide (voir Fig. I.11). Lorsque la hauteur exte´rieure augmente davantage, le ressaut se transforme en
type IIb caracte´rise´ par une structure en “double ressaut”. (voir Fig. I.11). Le ressaut devient ensuite
irre´gulier et instationnaire. On peut aussi observer un entrainement d’air a` la base du ressaut qui sera
responsable de perturbations supple´mentaires...
En re´sume´, lorsque l’on augmente la hauteur du mur exte´rieur, tout autre parame`tre laisse´ fixe,
on observe successivement : un ressaut de type I puis un ressaut de type IIa, un ressaut de type IIb
et enfin un ressaut instable.
RJ
Type I RJ Type IIa
RJ Type IIb
Figure I.11 – Lorsque l’on augmente progressivement la hauteur exte´rieure Hmur on observe des
changements successifs dans la structure meˆme de l’e´coulement du ressaut circulaire laminaire.
Pour Hmur faible on a un ressaut de type I (faible zone de recirculation apre`s le choc). On
augmente Hmur et l’on transite alors brutalement vers un ressaut de type IIa (apparition d’un
deuxie`me vortex en surface du mur liquide : le sens de la vitesse de surface du mur est alors
oppose´ a` celui de l’e´coulement ge´ne´ral). Pour Hmur e´leve´ on observe un ressaut de type IIb
(similaire au pre´ce´dent mais avec un double ressaut).
Il est difficile d’aller au-dela` de cette vision tre`s qualitative : les parame`tres intervenant dans les
transitions entre diffe´rents types sont en effet extreˆmement nombreux : viscosite´, de´bit, tension de
surface, hauteur du mur, rayon de la plaque, rayon de la buse... Si bien qu’il n’existe pas a` ce jour
de diagramme de phase vraiment complet. On peut toutefois citer le travail de Bush et al. qui a de´ja`
fortement de´broussaille´ l’influence des diffe´rents parame`tres expe´rimentaux dans la re´fe´rence [14] sans
toutefois aboutir a` un tel diagramme de phase. Il faut aussi noter que les passages entre diffe´rents
types de ressaut sont des phe´nome`nes hyste´re´tiques, il reste donc encore nombre de choses a` apprendre
sur ce sujet.
10. Malgre´ tous nos efforts nous ne sommes pas parvenus a` visualiser cette zone de recirculation simplement avec
notre dispositif expe´rimental (ce qui laisse meˆme l’hypothe`se ouverte d’un e´ventuel type 0 sans aucune recirculation)
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I.5.2 Vers le facettage
Une importante observation faite par Ellegaard et al. est que le ressaut hydraulique de type II
(et seulement celui-la`) peut se de´stabiliser pour adopter une forme polygonale stable et stationnaire.
Un ressaut polygonal a au moins trois coˆte´s mais on peut atteindre des polygones d’une dizaine de
coˆte´s (voir Fig. I.12). Une fois encore rappelons que l’exploration de l’espace des phases n’a jusqu’a`
pre´sent pas e´te´ faite de manie`re comple`te, il n’y a donc pas actuellement de limite au nombre de coˆte´s
possibles pour un ressaut ! 11 Pour obtenir de tels ressauts polygonaux, il est utile de suivre quelques
recommandations : le de´bit du liquide doit eˆtre mode´re´ pour e´viter de se placer dans un re´gime tur-
bulent ou instable, le liquide doit avoir une tension de surface importante (on utilise typiquement des
me´langes eau-glyce´rol de viscosite´s variables et de tension de surface voisine de 65 mN/m). Cet effet
de la tension de surface semble critique : l’ajout d’une a` deux gouttes de surfactant (par exemple un
liquide vaisselle commercial) a` un ressaut pentagonal stable et stationnaire suffit a` supprimer l’insta-
bilite´ polygonale et a` retrouver une forme circulaire [14].
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(a) (b)
(d)(c)
Figure 3. A number of jump shapes observed in the polygon regime: (a) triangle, (b) square,
(c) pentagon, (d) n-gon.
At the highest flow rates examined, the flow within the thin film becomes turbulent
(Watson 1964). We here restrict our attention to the case of laminar upstream flow
in which there is no air entrainment at the jump.
The 0.5 cm nozzle radius corresponds to that used in the study of Ellegaard et al.
(1998, 1999) and yielded the most regular polygonal jumps. Examples of the polygonal
jump structures observed in our experiments are presented in figure 3. Varying the
nozzle size and test fluid allowed us to explore a new regime marked by steady stable
structures that included oval-, cat’s eye-, bowtie-, butterfly- and clover-shaped jumps,
henceforth all referred to as the ‘clover regime’. Shapes arising in the clover regime are
presented in figure 4. We note that the jumps arising in the clover regime are marked
by the tiered structure characteristic of the Type IIb jumps. Some polygonal and clover
forms were subject to weak time-dependent fluctuations, typically characterized by a
net rotational motion of the entire jump structure, or the propagation of wave-like
disturbances towards a single point on the jump.
The flow that accompanies the polygonal jumps is described by Ellegaard et al.
(1999), and was visualized here through tracking microbubbles suspended in the flow.
An example of bubble traces apparent in the corner region of a polygonal jump
are illustrated in figure 5. The axial symmetry within the radially expanding film is
evidently broken when the flow reaches the jump. Fluid is partially redirected along
the jump front and so funnelled towards the corners of the jump, resulting in radial
jets emerging from the corners. In the clover regime, the vortices adjoining the jump
have a limited vertical extent, thus giving jumps in the clover regime their two-tiered
structure (figure 2c).
Figure I.12 – Plusieurs formes de ressau bserve´es en re´gime polygonal : (a) triangle, (b)
carre´, (c) pentagone , (d) polygone a` n coˆte´s. Il est a` noter que cette de´stabilisation en ressaut
polygonal ne peut eˆtre obtenue que pour des ressaut de type II. Photographies tire´es de Bush et
al. [14].
Bush et al. montre qu’en modifiant la taille de la buse on pouvait obtenir un autre type de facettage
que celui exhibe´ pour la premie`re fois par Ellegaard et al. [42, 43] et pressenti pour la premie`re fois
par Craik et al. qui y fait re´fe´rence da s son e´ ude [26]. Il appelle ce nouv au re´gime “clover” (ou tre`fle
en franc¸ais) il se caracte´rise par de nouvelles structures pre´sente´es en Fig. I.13 incluant un ressaut
“ovale”, un ressaut “oeil de chat”, un ressaut “noeud papillon”, un ressaut “papillon” ou encore des
ressauts “tre`fle” a` trois, quatre (ou eˆme davantage) feuilles 12. Ces ressauts se c racte´risent, comme
on peut le constater visuellement, par une structure de type IIb.
Certaines de ces formes mo trent des effets instatio naires se caracte´risant, par exemple, par un
11. A notre connaiss nce, la publication la plus comple`te sur ce suj t est encore celle de Bush et al. [14].
12. Bien suˆr les ressauts tre`fles a` 4 feuilles portent bonheur...
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(a) (b)
(c) (d)
(e) ( f )
Figure 4. Jump shapes observed in the clover regime: (a) cat’s eye, (b) bowtie, (c) butterfly,
(d) three-leaf clover, (e) four-leaf clover, (f ) octagonal clover. Note the tiered double-jump
structure characteristic of the Type IIb regime.
The significance of surface tension for the frontal instability was clearly and simply
demonstrated. The flow parameters were set in order to obtain a steady pentagonal
jump of mean radius 2 cm. A small volume (1–2 drops) of surfactant (either a super-
wetting agent or a commercial detergent) was added to the reservoir fluid, and resulted
in the three qualitative changes apparent in figure 6. First, the jump expanded, with
its mean radius increasing by approximately 20%. Second, the polygonal instability
was suppressed, and the jump assumed a circular form. Third, the jump became
significantly less abrupt. The increase in mean radius is consistent with the theoretical
predictions of Bush & Aristoff (2003) for the influence of the curvature force. The
suppression of the polygonal form clearly indicates the importance of surface tension
on the jump stability, the nature of which will be discussed in § 6.
Figure I.13 – Formes de ressaut obser ´es dans le re´gime tre`fle : (a) oeil de chat, (b) noeud
papillon, (c) papillon, (d) tre`fle a` trois feuilles, (e) tre`fle a` quatre feuilles, (f) tre`fle octogonal. On
peut remarquer sur ces photos la structure typique “double ressaut” caracte´ristique des ressauts
de type IIb. Photographies tire´es de Bush et al. [14].
mouvement de rotation de l’ensemble de l structure du ressaut. L’e´couleme t qui engendre le ressaut
polygonal est de´crit par Ellegaard et al. [43] et peut eˆtre observe´ a` l’aide de microbulles en suspension
dans l’e´coulement (voir Fig. I.14). De manie`re e´vidente l’e´coulement cesse d’eˆtr radial lorsqu’il atteint
le ressaut. Le fluide est partiellement redirige´ le long du front du ressaut par le vortex (voir Fig. I.11)
et est donc “canalise´” vers les coins du ressaut, ou` en re´sulte des jets radiaux “sortant” de ces coins.
Pour clore ce sujet rappelons qu’une mode´lisation the´orique de ce phe´nome`ne a e´te´ propose´e par
Martens et al. [79]. Ce mode`le repose sur la conservation de la masse, l’e´quilibre des forces radiales
entre la pression hydrostatique et les contraintes visqueuses a` la surface du vortex, mais aussi avec un
terme de tension de surface a` travers la pression qu’elle induit. Ce mode`le peut eˆtre line´arise´ autour
de l’e´tat circulaire. Un mode`le simplifie´ mais soluble analytiquement peut en eˆtre ensuite extrait et il
permet de conclure a` l’existence de formes polygonales. Il conclut aussi a` la se´lection du nombre de
coˆte´s par une instabilite´ similaire a` Rayleigh-Plateau.
I.5.3 Ge´ne´ralisations a` d’autres configurations d’e´coulements axisyme´triques
Une re´cente e´tude mene´e par Labousse et al. tend a` montrer que les me´canismes qui conduisent a` la
de´stabilisation en ressaut polygonal peuvent eˆtre ge´ne´ralise´s a` d’autres situations expe´rimentales [70].
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Figure 5. A streak image illustrating bubble tracks in the neighbourhood of the corners of
the hydraulic jump. The shutter speed was 1/100 s; the image thus illustrates clearly the high
speed of the flows. Note the regions of recirculation adjoining the jump and the vigorous
vortices adjoining the corners.
(a) (b)
Figure 6. The influence of surfactant on the polygonal hydraulic jump. (a) A polygonal
hydraulic jump generated with a glycerol–water solution. (ρ=1.1 g cm−3, Q=51 cm3 s−1,
H =0.65 cm, ν=10 cS, a=0.5 cm). (b) The same configuration after the addition of a surfactant
(liquid Dove) to the reservoir, which reduces the surface tension from 70 to 40 dyn cm−1. The
addition of surfactant causes the polygonal jump to relax into a circular form, and to expand
slightly. Radial gradations indicate intervals of 0.5 cm.
4. Parameter study
We consider a nozzle of radius RN ejecting fluid downward at uniform speed U0;
the associated flux is Q=piR2NU0. The jet descends a distance Z in a gravitational
field −gzˆ before striking a rigid horizontal boundary covered by fluid of outer
depth H (figure 1). The source conditions may be eliminated from consideration by
Figure I.14 – On peut voir sur cette image la traine´e laisse´e par les microbulles en suspension
dans l’e´coulement au voisinage d’un coin de ressaut hydraulique polygonal. La vitesse d’obturation
e´tait de 1/100 s ; l’image montre donc clairement la grande vitesse de l’e´coulement. On notera
les zones de recirculation visibles au niveau du ressaut et les tourbillons jouxtant les coins.
Photographie de Bush et al. extraite de [14].
Il en est ainsi pour la de´stabilisation d’un tore liquide maintenu en le´vitation par l’effet Leidenfrost
en un tore polygonal (voir Fig. I.15) [83]. Ce sont e´galement les meˆmes me´canismes qui conduisent a`
la de´stabilisation du “bump” hydraulique en bump polygonal [69].
Un bump hydraulique est obtenu par un jet plong a dans un ain du meˆme liquide : au dela`
d’un de´bit seuil on peut observer une de´ple´tion de la surface au voisinage du jet. C’est cette de´ple´tion,
illustre´e en Fig. I.15, qui est appele´e bump hydraulique. L’e´coulement se caracte´rise par un vortex
circulaire sous la surface. Ce vortex est circulaire a` de faibles de´bits mais peu aussi se de´stabiliser en
une forme polygonale.
Cette e´tude the´orique montre que deux me´canismes d’instabilite´ sont implique´s dans la de´stabilisa-
tion d’un vortex toro¨ıdal (d’un tore circulaire a` un tore polygonal) : la tension de surface (typiquement
une instabilite´ de type Rayleigh-Plateau) et l’inertie du fluide. Une analyse de stabilite´ permet de pre´-
dire le nombre de coˆte´s du polygone ainsi forme´ et de quantifier le roˆle de chacun des deux me´canismes.
Ces re´sultats the´oriques offrent un accord excellent avec les observations expe´rimentales.
I.6 Autres ruptures (force´es) de syme´trie
Il est possible d’observer d’autres types de ruptures de syme´tries du ressaut celles-ci force´es et
non plus spontane´es, dans d’autres configurations expe´rimentales. Dressaire et al. [36, 37] ont par
exemple montre´ qu’une modification du substrat permettait d’obtenir des ressauts polygonaux via des
me´canismes diffe´rents de ceux pre´sente´s pre´ce´demment. Il est aussi possible de briser la syme´trie du
ressaut en inclinant le jet liquide par rapport a` l’horizontal.
I.6.1 Rupture de syme´trie par texturation du substrat
Dans la plupart des situations, les particularite´s du substrat peuvent a priori eˆtre ne´glige´es. Le
liquide inondant totalement la surface impacte´e, le seul effet du substrat re´side dans la condition de
non glissement du fluide au contact de la plaque. Pourtant Dressaire et al. se sont inte´resse´s a` l’impact
d’un jet vertical sur une plaque horizontale micro texture´e permettant de modifier cette condition de
non glissement d’un point de vue macroscopique [36, 37].
Dressaire et al. a e´tudie´ l’e´coulement induit par l’impact d’un jet sur un motif re´gulier de micro
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(a)
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Fig. 1. A: Photographie d’un tore en le´vitation sur son propre film de vapeur. L’e´coulement en vortex toro¨ıdal se
de´stabilise avec formation d’un polygone sur le bord inte´rieur [7]. B: Sche´ma en vue de coˆte´ de l’expe´rience. Un
vortex a` surface libre est maintenu par un support tre`s chaud incurve´. C: L’e´tude the´orique associe´e est re´alise´e
dans un re´fe´rentiel torique (r, θ,ϕ). Celui ci est de´crit par ses deux rayons principaux a et R avec a < R.
2 Se´lection du nombre de facettes
Suivant les dimensions du tore, des polygones allant de 3 a` 12 coˆte´s ont e´te´ observe´s [7]. On se propose
ici d’en donner une explication the´orique. Pour ce faire, il est commode de sonder la stabilite´ d’un e´tat
de base a` une perturbation de faible amplitude. Conside´rons un tore de liquide a` surface libre de section
circulaire, ou` les rayons principaux sont note´s a et R avec a! R (voir Figure 1C). On impose un vortex
poloidal et l’on note ω son intensite´. La densite´ du liquide est note´e ρ, sa viscosite´ ν, sa tension de surface
γ. On s’affranchira en premie`re approximation des effets visqueux en raison de leur faiblesse relative vis
a` vis des termes inertiels (Re ∼ 102). L’e´tude de stabilite´ est re´alise´e dans un re´fe´rentiel torique dont les
principales caracte´ristiques (r, θ,ϕ) sont indique´es sur le sche´ma de principe 1C.
L’e´quilibre me´canique de l’e´difice ne peut eˆtre assure´ par les seuls effets de tension de surface. Ces
derniers tendent a` minimiser l’interface et favorisent la forme sphe´rique plutoˆt que torique . Expe´rimentalement,
le tore en cale´faction est confine´ par la gravite´ dans le fond de la rigole, ce qui revient a` appliquer des
contraintes ge´ome´triques sur la position des interfaces. La prise en compte de telles forces de surface se
redistribuant en volume est a priori un processus complexe et spe´cifique a` chaque mode de confinement.
Ce proble`me a e´te´ contourne´ en ajoutant une force centrifuge ad hoc FΩ = −mΩ2(R + a cos(θ)) afin
d’empeˆcher l’effondrement du tore vers une forme sphe´rique.
La section circulaire du tore impose en outre des conditions de pression aux interfaces que le champ
de pression doit satisfaire. Cette contrainte sur le champ de pression peut eˆtre mode´lise´e par une force
fictive plus simple a` traiter analytiquement. Cette force additionnelle permet de ve´rifier les conditions de
pression aux limites notamment vis a` vis de la courbure azimutale Cϕ(θ) = cos θ/(R + a cos θ) pour un
tore de section circulaire. Tous calculs faits (voir [8] pour de´tails), le champ de pression P (r, θ) s’e´crit
sous la forme :
P (r, θ) = P0+
ρω2
2
(
r2 − a2)+ρΩ2(R(x− a) + 1
2
(r2 − a2) cos θ
)
cos θ+γ
(
1
a
+
cos θ
R+ a cos θ
)
+O
( a
R
)
(1)
De gauche a` droite, on reconnaˆıtra les contributions respectives de la pression atmosphe´rique P0, des
termes inertiels, et enfin de tension de surface. Le champ vitesse correspond a` la rotation du tore sur lui
meˆme, et s’e´crit donc :
v =
ωr
R+ a cos θ
eθ (2)
ou` le terme en 1/(R+ a cos θ) constitue un facteur correctif impose´ par la ge´ome´trie torique.
Afin de sonder la stabilite´ d’un tel e´difice, on le perturbe de manie`re infinite´simale tel que
(b)
M. Labousse et al.
Fig. 4: a) Illustration of the five sided polygonal bump [5].
b) Schematic of the hydraulic bump. c) The dependence of
the nu b r f polygonal sides n on
√
We+ 1/χ. Dat from
Labousse & Bush [5] 5 are presented with the results of our
model predictions (◦).
Conclusion. – We have devel ped a theoretical
model with a view to rationalizing the instability of
oro dal vortices with f e surfaces. Two istinct regimes
were identified, those dominated by the destabilizing influ-
ence of surface tension (W ! 1) and inertia (We " 1).
Provided the aspect ratio is sufficiently small (χ ' 0.1),
our results are consistent with those of previous studies for
a cylindrical configuration [34–36]. The model predictions
have been successfully applied to the toroidal Leidenfrost
experiment, where the theoretical predictions are in good
agreement with the experimental data [1]. Finally, the
model predictions been compared to existing experiments
on the hydraulic jump and the hydraulic bump, and gave
a reasonable agreement. As these configurations may ex-
hibit more elaborate subsurface flow structures, our model
is not likely to apply directly. Nevertheless, our results do
strongly suggest that both vorticity and surface tension
are likely to play a critical role in this class of polygonal
instabilities.
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Fig. 1. A: Photographie d’un tore en le´vitation sur son propre film de vapeur. L’e´coulement en vortex toro¨ıdal se
de´stabilise avec formation d’un polygone sur le bord inte´rieur [7]. B: Sche´ma en vue de coˆte´ de l’expe´rience. Un
vortex a` surface libre est maintenu par un support tre`s chaud incurve´. C: L’e´tude the´orique associe´e est re´alise´e
dans un re´fe´rentiel torique (r, θ,ϕ). Celui ci est de´crit par ses deux rayons principaux a et R avec a < R.
2 Se´lection du nombre de facettes
Suivant les dimensions du tore, des polygones allant de 3 a` 12 coˆte´s ont e´te´ observe´s [7]. On se propose
ici d’en donner une explication the´orique. Pour ce faire, il est c mmode de sonder la stabilite´ d’un e´tat
de base a` une perturbation de faible amplitude. Conside´rons un tore de liquide a` surface libre de section
circulaire, ou` les rayons principaux sont note´s a et R avec a! R (voir Figure 1C). On impose un vortex
poloidal et l’on note ω son intensite´. La densite´ du liquide est note´e ρ, sa viscosite´ ν, sa tension de surface
γ. On s’affranchira en premie`re approximation des effets visqueux en raison de leur faiblesse relative vis
a` vis des termes inertiels (Re ∼ 102). L’e´tude de stabilite´ est re´alise´e dans un re´fe´rentiel torique dont les
principales caracte´ristiques (r, θ,ϕ) sont indique´es sur le sche´ma de principe 1C.
L’e´quilibre me´canique de l’e´difice ne peut eˆtre assure´ par les seuls effets de tension de surface. Ces
derniers tendent a` minimiser l’interface et favorisent la forme sphe´rique plutoˆt que torique . Expe´rimentalement,
le tore en cale´faction est confine´ par la gravite´ dans le fond de la rigole, ce qui revient a` appliquer des
contraintes ge´ome´triques sur la position des interfaces. La prise en compte de telles forces de surface se
redistribuant en volume est a priori un processus complexe et spe´cifique a` chaque mode de confinement.
Ce proble`me a e´te´ contourne´ en ajoutant une force centrifuge ad hoc FΩ = −mΩ2(R + a cos(θ)) afin
d’empeˆcher l’effondrement du tore vers une forme sphe´rique.
La section circulaire du tore impose en outre des conditions de pression aux interfaces que le champ
de pression doit satisfaire. Cette contrainte sur le champ de pression peut eˆtre mode´lise´e par une force
fictive plus simple a` traiter analytiquement. Cette force additionnelle permet de ve´rifier les conditions de
pression aux limites notamment vis a` vis de la courbure azim tale Cϕ(θ) = cos θ/(R + a cos θ) our un
tore de section circulaire. Tous calculs faits (voir [8] pour de´tails), le champ de pression P (r, θ) s’e´crit
sous la forme :
P (r, θ) = P0+
ρω2
2
(
r2 − a2)+ρΩ2(R(x− a) + 1
2
(r2 − a2) cos θ
)
cos θ+γ
(
1
a
+
cos θ
R+ a cos θ
)
+O
( a
R
)
(1)
De gauche a` droite, on reconnaˆıtra les contributions respectives de la press on atmosphe´rique P0, des
termes inertiels, et enfin de tension de surface. Le champ vitesse correspond a` la rotation du tore sur lui
meˆme, et s’e´crit donc :
v =
ωr
R+ a cos θ
eθ (2)
ou` le terme en 1/(R+ a cos θ) constitue un facteur correctif impose´ par la ge´ome´trie torique.
Afin de sonder la stabilite´ d’un tel e´difice, on le perturbe de manie`re infinite´simale tel que
(d)
M. Labousse et al.
Fig. 4: a) Illustration of the five sided polygonal bump [5].
b) Schematic of the hydraulic bump. c) The dependence of
the number of polygonal sides n on
√
We+ 1/χ. Data from
Labousse & Bush [5] 5 are presented with the results of our
model predictions (◦).
Conclusion. – We have developed a theoretical
model with a view to rationalizing the instability of
toroidal vort ces with free surfaces. Two distinct regimes
were identified, those dominated by the destabilizing influ-
ence of surface tension (We ! 1) and inertia (We " 1).
Provided the aspect ratio is sufficiently small (χ ' 0.1),
our results are c sistent with t ose of previous studies for
a cylindrical configuration [34–36]. The model redictions
have been successfully applied to the toroidal Leidenfr st
experiment, where the theoretical predictions are in good
agreement with the experimental data [1]. Finally, the
model redictions been compared to existing experiments
on the hydraulic jump and the hydraulic bump, and gave
a reasonable agreement. As these configurations may ex-
hibit more elaborate subsurface flow structures, our model
is not likely to apply directly. Nevertheless, our results do
strongly suggest that both vorticity and surface tension
are likely to play a critical role in this class of polygonal
instabilities.
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Figure I.15 – (a) Photographie d’un tore en le´vitation sur son propre film de vapeur. L’e´cou-
lement en vortex toro¨ıdal s de´stabilise av c formation d’un po ygone sur le bord inte´rieur [83].
(c) Sche´ma en vue de coˆte´ de l’expe´rience. Un vortex a` surface libre est maintenu par un sup-
port tre`s chaud incurve´. Photographie de Perrard et al. extraite de [83]. (b) Photographie d’un
bump hydraulique polygonal obtenu par un jet plongeant radialement dans un bain du meˆme li-
quide [69]. (d) Sche´ma de l’expe´rience. Ici aussi on peut observer un vortex pre`s de la surface.
Photographie de Labousse et al. extraite de [69].
piliers dont la taille est de l’ordre de grandeur de l’e´paisseur de la couche mince du ressaut (∼ quelques
centain s de microns). Cette e´quipe a montr´ que l’organisation d s micro piliers avait une influence
sur la taille et sur la forme du ress ut hydraulique forme´ dans une telle situation. En fonction du motif
d’organisation des micro piliers on peut obs rver de manie`re stable un ressaut circulaire ou un ressaut
polygonal. C s re´sultats sont illu t s dans la Fig. I.16.
We begin by varying the sy metry of th latti . Jumps
of the same m an radius but f med over d ff rent micro-
patterned surfaces adopt a v iety of reproducible polygo-
nal shapes [Fig. 2]. When the jet impinges on hexagonal or
square arrays, the jumps form hexagonal (b) and eight-
corner shapes (c). In both cases, the lattice and jump
sy metries are similar, respect vely, sixfold and fourfold.
The corners of the polygonal shap s are pointing toward
the main lattice directions, e.g., along both the diagonals
and th axes for the square arrays.
The robustness of the shape selection by the micropat-
terns is tested by modifying fluid properties such as kine-
matic viscosity ! ¼ 1–3:5" 10#6 m2 $ s#1 and air/water
surface tension, " ¼ 30–70" 10#3 N $m#1 [18]. For a
given mean radius, the jumps retain the same polygonal
shapes. These observations show that the symmetry break-
ing is not induced by a viscocapillary or an inertiocapillary
instability [16,17].
We next vary systematically the parameters of a square
lattice, both the lattice distance D and the height of the
posts H. The observations are reported in Fig. 3. The mean
radius of the jump increases nonlinearly with the flow rate.
The corners of the polygonal structures are sharper for
larger flow rates. Indeed, at small flow rates, the polygonal
structures can not be distinguished from fluctuations; the
jumps therefore appear as nearly circular to the naked eye.
The shape and the average radius of the jump are also
influenced by the lattice properties: at a given flow rate, the
corners of the polygons are sharper, and the mean radius
smaller, for smaller lattice spacing and taller posts. Since in
the classical theory for circular jumps [13] the radius
increases monotonically with the flow rate, we interpret
the decrease in mean radius observed in our experiments as
indicative of the reduction of the average flow rate in the
thin film above the posts: some of the liquid flows through
the microtexture. The results reported in Fig. 3 show that
FIG. 2. Influence of pattern structur . Water jets impact (a) a
smooth substrate (Q ¼ 1:3 L $min#1), (b) a hexagonal lattice
(Q ¼ 1:7 L $min#1), and (c) a square lattice (Q ¼
1:9 L $min#1). Lattice parameters: D ¼ 200 #m, R ¼ 50 #m,
and H ¼ 50 #m.
FIG. 3. Influence of pattern geometry on the jump. (a) Average
radius versus flow rate for four square lattices with post radius
R ¼ 50 #m and d fferent lattice spacing and posts heights: (4)
D ¼ 200 #m and H ¼ 23 #m, (x) D ¼ 200 #m and H ¼
50 #m, (5) D ¼ 200 #m and H ¼ 88 #m, (%) D ¼
300 #m and H ¼ 50 #m, (h) D ¼ 400 #m and H ¼ 50 #m.
In et, the data are compared to predictions (solid li e) with Yj ¼
!jgðdaQ Þ2ð1þ 2!B0Þ þ a
2
2$2 !rjd
and Xj ¼ !ð!r
3
jþ‘3Þ
Qa2
[19], where !B0 ¼
%g!rjd
" is the Bond numb r. (b) Images of the polygonal jumps
over different subst ates for Q ¼ 2:5 L $min#1.
FIG. 1. Experimental method. (a) Schematic of the experimen-
tal setup. (b) The micropattern embedded in the center of the
impact plate. The photograph shows the cylindrical posts of
polydimethylsiloxane (PDMS) arranged on a square lattice.
The typical radius R and height H of the posts and lattice
distance D are approximately 100 #m. (c) Photograph of a
polygonal jump taken from abov , at a 45) angle. The jum is
formed by a water jet (Q ¼ 1 L $min#1) impacting a square
lattice (D ¼ 200 #m, R ¼ 50 #m, and H ¼ 50 #m).
PRL 102, 194503 (2009) P HY S I CA L R EV I EW LE T T E R S
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Figure I.16 – Illustration de l’influence du motif d’arrangement des micro piliers sur le res-
saut hydraulique forme´ par l’impact d’u jet d’eau : (a) sur une surface lisse, (b) sur un motif
hexagonal et (c) sur un motif c rre´. Photographies de Dressaire et al. extraites de [36].
Ces re´sultats peuvent eˆtre aise´ment interpre´te´s :
(i) La diminution du rayon moy n du ressaut s’expliqu simplement par l fait que les piliers induisent
une perte de charge et donc une diminution du de´bit. On peut en effet conside´rer l’e´coulement au
travers des micro piliers comme un e´coulement dans un poreux et ainsi utiliser les lois de Darcy pour
de´crire la perte d charge au travers ces micro pili rs.
(ii) La formation de ressauts polygonaux se comprend aussi aise´ment : les micro pilier sont responsables
d’une longueur de glissement effective et cette longueur de glissement l0 de´pendra de l’angle que forme
la vitesse par rapport aux motifs de micro piliers. Si le liquide “rencontre” beaucoup de micro piliers
I.6. AUTRES RUPTURES (FORCE´ES) DE SYME´TRIE 29
sur sa route il ralentira davantage et donc le ressaut se formera plus toˆt que le liquide ayant une
orientation ou` il rencontre moins de micro piliers. On comprend ainsi pourquoi l’e´cart au cas circulaire
est fortement de´pendant de l’e´cart entre les piliers pour un meˆme motif... (voir Fig. I.17)
equation, and used to estimate the effective slip length.17 At
higher Reynolds number, the roughness also becomes asso-
ciated with a significant friction due to the drag on the as-
perities. For example, Gamrat et al.8 showed both experi-
mentally and numerically that the geometrical characteristics
of the roughness !height of the asperities, number of asperi-
ties per unit surface, and porosity of the roughness" modify
the flow properties in microchannels at different Reynolds
numbers. To the best of our knowledge, such effective slip
lengths have not yet been studied in details for intermediate
Reynolds number flows above microtextured surfaces, a
limit that is relevant for the description of hydraulic jumps
described in our recent work.19
2. Flow through roughness:
Leakage flow and effective slip length
In this study, we are interested in inertia dominated thin-
film flows above infinite microtextured surfaces #see Fig.
2!b"$: cylindrical posts of height H and radius R are arranged
on regular lattices !hexagonal or square" characterized by a
lattice distance D of the order of tens to a few hundred mi-
crons. In what follows, Q denotes the total flow rate.
The liquid flows both through and above the roughness,
forming a film whose total thickness h is of the order of the
post height H, i.e., a few hundred microns. The liquid enters
the lattice and flows in the thin film above the texture at
moderate Reynolds number. The value of the Reynolds num-
ber is defined as Re=Uh /!, where ! is the kinematic viscos-
ity and the fluid velocity U is estimated by flow rate conser-
vation at a distance of 1 cm from the position at which the jet
impacts the substrate. For our experimental conditions, we
have Re=O!100".
In what follows, we will refer to the flow rate q through
the porous microtexture as the “leakage flow rate.” The
variation of q depends on the pressure drop, the geometrical
features of the lattices, and the viscosity of the fluid. For
intermediate values of the Reynolds number, the behavior of
the flow through a porous medium is commonly described by
the Darcy–Brinkman–Ergun equation, an empirical and iso-
tropic description that captures both the viscous effects, i.e.,
a Darcy-like behavior, and the inertial effects given by a
quadratic term.23 We consider that the dissipation due to vis-
cous effects on the dense network of posts leads to a reduc-
tion in Reynolds number for the flow in the microtexture,
which makes the viscous term dominant. Koch and Ladd24
showed that the permeability of a square lattice, defined on a
length scale that is large compared to the length scale of
individual posts, is isotropic at low Reynolds number.
Here we write that a fraction of the liquid flows through
the texture; hence q="Q. The coefficient " is a function of
the lattice geometry, i.e., the porosity #=1−$R2 /D2 and the
aspect ratio of the posts %=H /R. It is assumed independent
of the azimuthal orientation of the flow in a first approxima-
tion as the fluid velocity is reduced by the dense network of
posts. Since the porous medium is shallow !about 50 &m",
we expect the boundary conditions in the planes defined by
the top and bottom of the posts to strongly influence the flow
and the value of ". As a result of this leakage, the flow rate
in the film above the posts is reduced and equal to Q−q.
The microtexture also introduces an effective slip bound-
ary condition. According to the results discussed above, we
expect the slip length to depend on the porosity #, the post
aspect ratio %, and the orientation of the lattice described by
the angle ' !Fig. 3". As a first approximation, we estimate
that the dependence of the slip length on the angle ' is well
captured by a simplified high-Reynolds-number flow ap-
proach. We consider a unit cell of the lattice and particularly
the composite interface in the plane defined by the top of the
posts #see Figs. 3!a" and 3!b" for a schematic representation$.
For a value of ', rows of posts delimit channels: the flow
above a row of posts is described with a no-slip boundary
condition represented in gray in Fig. 3, whereas the flow
above a channel satisfies a slip boundary condition, here
shown in black. According to this description, the lattice of
posts acts as a network of grooves whose spacing depends on
the orientation of the flow. The effective slip length is as-
sumed to be proportional to the total channel width or open
fraction of the frontal area for a unit cell,
!o!'" = 2D − !c!'" , !1"
where D is the lattice spacing and !c!'" is equal to the pro-
jection of the circular top of the posts in the direction per-
pendicular to the flow, i.e., the sum of the gray segment
lengths in Figs. 3!a" and 3!b". The function !c!'" determined
using this geometrical method is presented using an angular
representation in Figs. 3!c" and 3!d". We define the effective
slip length as proportional to !i" a characteristic length scale
and !ii" a nondimensional parameter that captures the angular
dependence determined geometrically. This nondimensional
parameter, referred to as the slip coefficient is defined as
b!'"=(!o!'" /2D, with (!# ,%" as a function of the porosity of
the texture and the aspect ratio of the posts.
(a)
(b)
(c)
(d)
!c!0 (θ = 0o)
!0 (θ = 45o)
!0 (θ = 0o)
!0 (θ = 30o)
FIG. 3. Definition of !0 for square !a" and hexagonal !b" lattices. Each
lattice is defined by its unit cell, and represented here in the plane defined by
the top of the posts, i.e., at the composite interface. ' is the angle between
the direction of the flow, indicated by the black arrow and the main axis of
the lattice !white arrow". The projected segment lines of total length !c are
represented in gray. The effective slip length is assumed proportional to
!0=2D−!c, the total length of the black segment lines. The angular depen-
dence of !c!'" is represented for a square !c" and a hexagonal lattice !d". The
two dotted lines correspond to values of !c!'" equal to 200 and 400 &m.
Lattice parameters are as follows: lattice spacing D=200 &m, post radius
R=50 &m, and post height H=50 &m.
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Figure I.17 – La longueur de glissement effective est suppose´e proportionnell a` l0(θ), de´fini
comme la fraction ouverte de la surface que ncontre l’e´coul ment pour une cellule du motif
(carre´ (a) ou hexagonal (b)) La cellule unite´ d’un moti est ici repr´se te´e dans le plan et
de´finie par le haut de ses piliers. θ est d´fini comme l’angle entre la direction de l’e´coulement
(indique´ par la fle`che noir) et l’axe principal du motif (fle`che blanche). lc(θ) est de´fini, lui, comme
la proj ction du sommet circulaire des pili r sur la direction perpendiculaire a` l’e´coulement,
c’est-a`-dire la somme des longueurs de segment gris de (a) et (b). Autrement dit lc(θ) est la
mesure de l’“encombrement ge´ome´trique” pour un angle θ. La lon ueur effective e glissement
est donc suppose´e proportionnelle a` l0(θ) = 2D − lc(θ) ou` D est la longueur d’une maille du
motif. La de´pendance angulaire de lc(θ) est repre´sente´e pour un motif carre´ (c) et hexagonal
(d). Photographies de Dres aire et al. extraites de [37].
Ces effets peuvent bien suˆr eˆtre quantifie´s et ajoute´s a` la the´orie de Watson [114]. Les comparaisons
entre la the´orie et les expe´riences semblent eˆtre en excellent accord dans les deux re´fe´rences [36, 37] .
I.6.2 Importance du substrat : effet du mouillag
On peut e´galement obtenir des brisures de syme´trie du ressaut en utilisant des substrats texture´s
sans que le liquide ne pe´ne`tre les texturations comme ont pu le montrer Maynes et al. [80] qui utilisent
des substrats texture´s rainure´s en situation de quasi non mouillage. 13
Toutefois les travaux de Maynes et al. [80] pre´sentent aussi un inte´reˆt majeur dans la perte de
l’axisyme´trie de l’e´coulement en zone externe. Il ne s’agit pas a priori d’une brisure de syme´trie du
choc meˆme si les effets observe´s sur la couche externe sont susceptibles de jouer sur le choc.
13. Les surfaces texture´es qu’ils utilisent sont fortement anisotropes : il s’agit d’une succession de murs paralle`les
microme´triques (comme si le mate´riau avait e´te´ griffe´...). Ces murs sont espace´s d’une distance grande devant la largeur
du mur. Le ressaut hydraulique adopte une forme elliptique, l’axe principal e´tant paralle`le a` la direction des nervures.
Cela s’interpre`te aise´ment graˆce aux travaux de Dressaire et al. de´crits dans la section pre´ce´dente : il n’y aura pas dans
ce cas de perte de charge car le liquide ne pe´ne`tre pas entre les piliers (a` cause de la super hydrophobicite´) par contre
la longueur de glissement effective de´pendra bien de l’angle de l’e´coulement par rapport au motif et conditionnera bien
la forme observe´e pour le ressaut.
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Le travail de Maynes et al. se concentre sur l’impact de jet sur des surfaces hydrophobes isotropes
(ou texture´es, super hydrophobes et anisotropes [80]). Les angles de contact entre le liquide et la
plaque sont ici si e´leve´s (a` partir de 117°) que le liquide ne peut recouvrir entie`rement la plaque. On
observe alors de profondes brisures de syme´trie dans la zone externe : une flaque par laquelle s’e´coule
le liquide (voir Fig. I.18 (a)). Dans certaines situations on aboutira meˆme a` la disparition du ressaut
remplace´ alors par un front d’atomisation ou` le liquide est e´vacue´ en gouttes. (voir Fig. I.18 (b)).
results show that the ratio of the major-to-minor axis, Dl=Dt,
of the elliptical transition is a function of the cavity fraction,
although largely independent of We over the parameter
ranges explored. At Fc¼ 0.93 the dynamics are similar to
that described above but with the ratio Dl=Dt being greater
than for the Fc¼ 0.8 case.
Shown in Fig. 3 are images of the transitions that form
for a Teflon coated unstructured Si surface (h " 115#) with a
jet diameter of 0.84 mm. A similar behavior was observed
with the smooth unstructured PDMS surfaces. The Weber
numbers for the images of Fig. 3 are (a) We¼ 700, (b) 1300,
(c) and (d) and 1900. Images (a)–(c) were acquired with a
high-speed camera operating at 5000 fps, whereas image (d)
was acquired at video rate (30 fps). All of the images were
acquired at the same camera position. Superimposed on
images (a)–(c) are circles to illustrate the circular nature of
the transition for this surface. For these surfaces the qualita-
tive nature of the transition shows strong dependence on We.
At We< 900 the transition is as illustrated in panel (a) of
Fig. 3. Here the transition differs from the classical hydraulic
jump in two important ways. First the downstream water
exists as a confined liquid filament that does not wet the
entire downstream extent of the test surface. Instead the liq-
uid in the filament moves off of the surface preferentially
due to the gravitational force. This behavior was observed on
both the smooth coated Si surfaces and the smooth PDMS
surfaces. It should be noted that due to these two fundamen-
tal differences, at the same We and jet diameter, the diameter
of the transition observed for this surface is much smaller
than the diameter of the transition observed for the smooth
hydrophilic surface. This point will be discussed further
below.
Above We " 900 the nature of the transition exhibits a
marked change and this is illustrated in panel (b) of Fig. 3.
Now instead of an abrupt increase in water depth, the thin ra-
dial sheet breaks up into droplets. These droplets exhibit
fairly low momentum and they rapidly coalesce to form mul-
tiple pools or small puddles that exist around the periphery
of the transition point. The pools then gradually move off of
the surface due to the gravitational force. The transition di-
ameter, however, remains relatively constant. At higher We
the droplets that form exhibit sufficient momentum for them
to move radially outward from the break-up point. The point
where this is first observed to occur is in the range 1400 $
We. Due to the non-wetting characteristics of the hydropho-
bic surface, the droplets then continue to move radially
where they coalesce and translate off the test surface. This is
illustrated in panels (c) and (d) of Fig. 3. The image of panel
(c) was acquired at 5000 fps and the field of view is limited
to the region surrounding the point where the thin sheet
breaks up into droplets. Due to the high frame rate used for
the image of panel (c), the image resolves the droplet struc-
ture downstream of the transition point. The image of panel
(d) shows the same scenario, only here the images were
acquired at video rate (30 fps) and the field of view is large
enough to show the downstream coalescing of the water
droplets. The blurriness of the image is associated with the
slow frame rate and the fact that a large number of droplets
are formed and move outward during the camera shutter du-
ration. For this scenario a downstream liquid depth or pool
never exists. Jet impingement on native PDMS surfaces
exhibited the same qualitative behavior as described for the
coated Si surfaces, and as We increases the radial location
(transition diameter) was observed to increase as well.
Shown in Fig. 4 are images of the transitions that form
for a structured Si Teflon-coated superhydrophobic surface
with a cavity fraction Fc¼ 0.8 (hl " 140#, ht " 149#). Three
scenarios are shown with (a) and (d) We¼ 700, (b) and (e)
1300, and (c) and (f) 1900. Two sets of images are shown in
the figure. The top set of images (a)–(c) was acquired at high
shutter speed (5000 fps) and the bottom set of images was
acquired at the same condition but at video rate (30 fps). The
blurriness of the bottom images is again associated with the
slow framer rate and temporally averaging over the entire
shutter duration. Also, for the bottom set of images the surfa-
ces were rotated 90# to further illustrate the elliptical nature
of the transitions. On the top set of images, a circle is super-
imposed to illustrate the departure from a circular transition
that prevails for this surface. The jet diameter for these cases
is nominally ten times the width of a rib=cavity module, and
the transitions for this surface type is markedly different than
for the previous two scenarios (Figs. 2 and 3). For all We
explored the transition is always elliptical in shape with the
major axis of the ellipse running parallel to the direction of
the microscale grooves.
The first transition regime occurs for the range We $
1000. In this regime [images (a) and (d)], the water depth
FIG. 3. High speed images (5000 fps) of transition behavior on smooth
hydrophobically coated Si surfaces at (a) We¼ 700, (b) 1300, and (c) and
(d) 1900. The jet diameter for all scenarios was 0.84 mm and a circle is
superimposed on the high-speed images to confirm circular transition behav-
ior. The bottom-right panel (d) shows an image of the transition under low
speed (30 fps) image acquisition at the same camera inclination positioning,
but adjusted focus to capture the dynamics far from the impingement
location.
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Figure I.18 – Photographies de jets impactants une surface hydrophobe (117°). La vitesse
d’ouverture de l’appareil est 1/5000 s excepte´ pour la photo (d) ou` la vitesse d’ouverture est
de 1/30 s et permet l’observation de la dynamique loin de la zone d’impact. (a) We = 700 :
pre´sence d’un ressaut hydraulique, le liquide s’e´vacue via une flaque. (b) We = 1300 : le ressaut
hydraulique disparaˆıt et l’on observe la fragmentation de la nappe de liquide en grosses gouttes.
(c) et (d) We = 1900 : la fragmentation se fait en gouttes plus petites. Un cercle noir est
superpose´ a` toutes ces photos (sauf(d)) pour bien montrer le caracte`re circulaire de la transition.
Photo : Maynes et al. Voir ref [80].
Il apparaˆıt ici que le bon parame`tre de controˆle n’est plus le de´bit comme dans les cas pre´ce´dents
mais bien le nombre de Weber We du jet de´fini comme We = ρU2φ/γ ou` ρ est la masse volumique
du liquide (ici de l’eau), U est la vitesse du liquide en sortie de buse, φ le diame`tre de la buse et γ
la tension de surface du liquide. En effet, pour un meˆme de´bit, on peut observer aussi bien l’un ou
l’autre des re´gimes de´taille´s ci-dessous (zone externe sous forme de flaque ou fragmente´e) en faisant
varier le diame`tre de la buse. Pour re´sumer on observe en augmentant le Weber :
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(i) Pour des tout petits We, on observe un ressaut hydraulique “standard” mais l’e´vacuation du liquide
se fait par une flaque localise´e autour du ressaut malgre´ le soin apporte´ au re´glage de l’horizontalite´.
Comme cela peut se voir sur la Fig. I.18 (a), on observe que cette brisure de syme´trie ne semble pas
avoir d’influence au niveau du ressaut en lui meˆme.
(ii) Au dela` d’un We critique : on observe la disparition du ressaut au profit d’un front de fragmenta-
tion de la couche mince de liquide en grosses gouttes (les gouttes expulse´es coalescent imme´diatement
en grosses gouttes). (Fig. I.18 (b))
(iii) Si l’on augmente encore We la couche mince se fragmente en gouttes de plus en plus petites.
(Fig. I.18 (c))
On peut expliquer ce phe´nome`ne simplement : ce cas de fragmentation est analogue a` celui d’une
nappe de Savart [101, 102, 21] : il existe une compe´tition entre l’inertie qui cherche a` e´tendre la nappe
et la tension de surface qui s’oppose a` cette extension. On peut donc, a` partir de ces deux quantite´s,
construire le nombre adimensionne´ pertinent qui n’est autre que le nombre de Weber local. On peut
s’attendre a` ce que la limite nappe liquide/atomisation advienne a` un nombre de Weber local critique
que l’on peut meˆme supposer e´gal a` 1. Cette hypothe`se est teste´e et semble assez concluante : malgre´
un gros e´cart entre les diffe´rentes valeurs (entre 0,7 et 1,6), il n’y a pas clairement de tendance.
I.6.3 Brisure de syme´trie par modification de la ge´ome´trie
Il est possible d’observer des ruptures de syme´tries en brisant la ge´ome´trie du syste`mes. Il est par
exemple possible d’incliner le jet impactant comme cela a e´te´ fait re´cemment [64, 65, 66, 68, 109].
On observe alors des formes varie´es de ressauts hydrauliques. On peut en particulier distinguer le cas
ou` le ressaut est ovo¨ıde et le cas ou` le ressaut pre´sente un ou plusieurs “coins”. Des exemples de ces
diffe´rents types de ressaut dus a` un jet incline´ sont pre´sente´s sur la Fig. I.19. 14
On peut aussi briser la syme´trie d’un ressaut en faisant impacter un jet sur une plaque horizontale
en mouvement [50, 67, 105]. 15
Un dernier moyen de briser la syme´trie est d’incliner le substrat par rapport a` l’horizontale 16.
Cette situation n’a pour ainsi dire pas e´te´ explore´e excepte´ dans le cas limite d’un jet impactant un
plan vertical en situation de mouillage partiel [116, 111]. Nous nous attacherons donc a` fournir dans
ce me´moire une premie`re exploration expe´rimentale et quelques pistes the´oriques sur ce sujet.
I.7 Ressaut circulaire et non mouillage
Le ressaut circulaire hydraulique peut aussi eˆtre le terrain d’expe´riences de non mouillage. Sreeni-
vas et al. [107] relatent en effet la non coalescence d’une goutte de liquide dans un ressaut circulaire
hydraulique d’eau : la goutte se retrouve pie´ge´e contre la paroi liquide du ressaut et se´pare´e du bain
liquide par un film d’air entraˆıne´ en permanence par l’e´coulement liquide du ressaut hydraulique (voir
sche´ma Fig. I.20).
Pirat et al. ont par ailleurs montre´ que dans le cas d’un ressaut quasi circulaire (incline´ d’environ
1°) la goutte se mettait spontane´ment en mouvement et oscillait au sein du ressaut hydraulique [86].
14. Nous reviendrons plus en de´tail sur ce sujet dans l’introduction de la Partie II.
15. Nous reviendrons sur cette situation finalement assez me´connue dans l’introduction de la Partie II.
16. Le plus simple est de conserver un jet perpendiculaire a` la plaque mais il est aussi possible d’incliner le jet.
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Figure I.19 – Lorsque l’on impacte une surface horizontale a` l’aide d’un jet liquide on observe
diffe´rentes structures possibles pour le choc. Dans une tre`s large gamme, on constate un ressaut
ovo¨ıde mais pour de fortes inclinaisons on peut observer la formation de “coins liquides” dont
le nombre et la forme varient en fonction du de´bit et de l’inclinaison du jet. On retrouvera ces
photographies et le diagramme de phase dans la re´fe´rence [64].
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Figure 3. (a) Schematic showing the water jet, flowing water film, air gap and induced motion
(shown by arrows) in the drop. (b) Velocity profile in the air layer and the water film. Induced
velocity in the drop, UD , is small for viscous drops. Film thickness hw ⇡ 0.1mm and air-gap
thickness, ha is estimated to be ⇡ 10 µm.
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Figure 4. External force balance; weight (W ) of the drop is balanced by the vertical component
(PN) of the resultant force (PR) developed due to bearing action. The horizontal component of
bearing force PH balances the shear force (Fr) exerted by the air motion.
need to solve the Reynolds equation in the air gap and the Navier–Stokes equations
within the drop and in the water film. The equations and the boundary conditions
are coupled and the computation is likely to be di cult and intensive.
Estimates, however, can be obtained from results of standard bearing theory. We
estimate the thickness of the air film by assuming the gap to be that between two
plane surfaces with a fixed inclination. This is not a bad approximation because the
bearing action strongly depends on the variation in film thickness but not on the
curvature of the two surfaces. The surface velocities in the Y - and Z-direction are
neglected as the flow is predominantly in the radial direction. The load (W = drop
weight) carried by this system is given by (Cameron 1966),
W = fLµaULy
L2x
h2o
, (4.1)
where U is the e↵ective surface velocity in X-direction, and is the algebraic sum of
film surface velocity (US ) and fluid velocity at the drop surface (UD), µa is air viscosity,
fL is the non-dimensional load carrying capacity of the system which depends on
Ly/Lx, and the inclination ratio ( ) (  = (hi/ho)   1). ho is the minimum air film
Figure I.20 – Sche´ma de coupe repre´sentant une goutte en le´vitation dans un ressaut hydrau-
lique circulaire. Ce sche´ma est extrait de la re´fe´rence [107].
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Nous sommes donc dans un cas nouveau de dynamique d’une goutte en situation de non mouillage. 17.
Nous allons dans le pre´sent me´moire nous inte´resser a` la situation ine´dite d’une goutte dans un ressaut
circulaire hydraulique parfaitement horizontal. Nous verrons ainsi une grande richesse de dynamiques
pour cette goutte en le´vitation sur un film d’air.
Cette situation de non mouillage s’inscrit dans une e´tude plus globale consistant a` e´tudier la dy-
namique des gouttes en situation de le´vitation. Pour obtenir une situation ou` la goutte est se´pare´e
du substrat (liquide ou gazeux) la technique la plus simple consiste a` faire chauffer le substrat et
obtenir un film de vapeur e´manant de la goutte, on parle alors de cale´faction [73]. On peut e´galement
obtenir un film d’air en faisant rebondir la goutte sur le substrat [88, 47]. On peut enfin “tricher” en se
mettant en situation de quasi le´vitation en utilisant un substrat super-hydrophobe base´ a` la fois sur
une texturation et une forte hydrophobie du mate´riau utilise´ ou en recouvrant la goutte d’une poudre
hydrophobe qui se´parera la goutte du substrat.
Les dynamiques de ces gouttes le´vitantes sont radicalement diffe´rentes de celles observe´es en si-
tuation classique. Ainsi une goutte en le´vitation descendra une pente 100 a` 1000 fois plus vite que la
meˆme goutte sur un substrat classique [78, 1, 92]. Dans le meˆme ordre d’ide´e, les gouttes en le´vitation
peuvent rebondir avec une e´lasticite´ remarquable [24] ce qui peut conduire a` des effets surprenants :
des gouttes d’huiles sur un bain d’huile vibre´ ne coalescant jamais. Les interactions entre les ondes de
surface qu’elles produisent et leurs rebonds conduisent a` de nouvelles dynamiques comme une dualite´
onde-particule [25, 39, 85]. Nous reviendrons davantage sur ces phe´nome`nes dans la Partie III.
Le ressaut hydraulique nous donne donc l’occasion d’observer un tel syste`me onde-particule (la
goutte cre´ant un sillage) cependant la goutte n’est pas ici “sautante” mais roulante ce qui offre de
nouvelles perspectives.
I.8 Questions traite´es dans le pre´sent me´moire
Nous traiterons donc dans ce me´moire de trois questions sur le ressaut hydraulique :
La premie`re partie traitera du ressaut circulaire hydraulique. A travers une e´tude bibliographique
approfondie nous identifierons l’un des points faibles des the´ories existantes a` savoir la mode´lisation
de la zone externe du ressaut. Nous pre´senterons alors nos travaux expe´rimentaux et the´oriques per-
mettant la description de cette zone externe. Nous verrons que cette e´tude nous a conduit a` mesurer
le nombre de Froude en sortie de ressaut. Ce nombre de Froude a une influence sur la se´lection du
ressaut hydraulique que nous explorerons expe´rimentalement.
Dans la deuxie`me partie nous nous inte´resserons a` la situation d’un jet impactant perpendiculaire-
ment un plan incline´. En e´tudiant cette situation de brisure de syme´trie du choc force´e nous fournirons
une exploration expe´rimentale ainsi que des e´le´ments the´oriques pour interpre´ter nos diffe´rentes ob-
servations. Nous nous placerons dans diffe´rentes situations de mouillage : total, partiel et quasi nul.
Et enfin dans une troisie`me partie nous aborderons la question de la dynamique d’une goutte en
situation de non coalescence dans un ressaut. Nous observerons que la goutte est susceptible d’adopter
plusieurs dynamiques que nous de´crirons et essaierons de mode´liser simplement. Nous essaierons e´gale-
ment de travailler sur la rotation propre de la goutte et de proposer un mode`le. Enfin nous aborderons
des situations plus “exotiques”...
Une dernie`re (et courte) partie sera consacre´e aux expe´riences que nous n’avons pas eu le temps
de de´velopper mais qui s’annoncent prometteuses...
17. Nous reviendrons dans l’introduction de la partie III davantage sur ces deux articles.
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Premie`re partie
Le ressaut circulaire hydraulique :
Se´lection du rayon du “mur”
35

Chapitre II
Revue bibliographique
L’un des enjeux de l’e´tude du ressaut circulaire a e´te´ d’obtenir une pre´diction du rayon de ressaut
en fonction de parame`tres physiques (de´bit du jet Q, viscosite´ cine´matique du liquide ν, densite´ du
liquide ρ, gravite´ g, tension de surface du liquide γ...). En particulier les e´tudes expe´rimentales re-
gorgent de courbes RJ = f(Q) ou` RJ est le rayon du ressaut
1. Un exemple de ces courbes que nous
avons obtenu sur le dispositif expe´rimental de´crit plus loin est montre´ en Fig. II.1. Comme on peut
le voir, a` mesure que le de´bit croˆıt le rayon du ressaut augmente. La de´pendance de RJ en viscosite´
apparaˆıt aussi dans tous les mode`les propose´s apre`s le mode`le inviscide et a e´te´ largement explore´e
expe´rimentalement.
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Figure II.1 – Rayon du ressaut RJ en fonction du de´bit Q pour une huile silicone de 20 cS.
Nous pre´senterons donc ici les mode`les principaux traitant de la se´lection du rayon du ressaut.
1. Le parame`tre de controˆle Q est en effet l’un des plus faciles a` faire varier.
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II.1 Le mode`le du fluide parfait
Le mode`le du fluide parfait 2 est le calcul du rayon de ressaut le plus e´le´mentaire : il nous permettra
de mettre en place le formalisme ne´cessaire aux autres the´ories. Un sche´ma de principe du ressaut est
disponible en Fig. II.2 et introduit quelques unes des notations indispensables pour la suite.
2RJ
φ = 2a
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Figure II.2 – Illustration sche´matique du ressaut hydraulique : un jet de liquide de rayon a
et de vitesse u0 impacte une plaque horizontale de rayon R∞. On observe la formation d’un
ressaut hydraulique en RJ . Les hauteurs de liquide dans les zones internes et externes sont
note´es respectivement h(r) et H(r).
II.1.1 La zone interne
On appelle r la distance au centre du jet, z la coordonne´e sur l’axe du jet, u(r, z) la vitesse radiale
du liquide, h(r) la hauteur du liquide. En utilisant l’hypothe`se de fluide parfait on a u(r, z) ≈ u(r).
L’e´nergie est conserve´e au niveau de l’impact du jet donc u(r = 0) = u0 =
Q
pia2 avec les notations
de la Fig. II.2. En appliquant la loi de Bernouilli sur la surface libre on obtient :
u(r)2
2
+ gh(r) = constante, (II.1)
ou` g est l’acce´le´ration due a` la gravite´. La hauteur de liquide variant tre`s peu en zone centrale (h u2g )
on en de´duit :
u(r, z) ≈ u(r) = u0, (II.2)
en zone centrale. La conservation du de´bit Q = pia2u0 (ou` a est le rayon du jet) au niveau du jet et
Q = 2piru(r)h(r) conduit a`
h(r) =
a2
2r
. (II.3)
II.1.2 Le choc
On appelle RJ le rayon du ressaut, HJ la hauteur de liquide apre`s le choc, hJ = h(RJ) la hauteur
de liquide avant le choc, UJ la vitesse apre`s le choc et uJ = u(RJ) la vitesse avant le choc (voir
Fig. II.3). La the´orie du choc de Be´langer conside´rant un choc d’e´paisseur infinite´simale (la friction
e´tant alors ne´glige´e) s’e´crit en deux e´quations :
(i) la conservation de la masse :
uJhJ = UJHJ =
Q
2piRJ
, (II.4)
2. Ce mode`le a e´te´ de´veloppe´ sous cette forme dans [114]. L’auteur est, a` notre connaissance, le premier a avoir
publie´ cette approche.
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Figure II.3 – Sche´ma illustrant la the´orie du fluide parfait au niveau du choc.
et (ii) la conservation de l’impulsion :
g
h2J
2
+ hJu
2
J = g
H2J
2
+HJU
2
J . (II.5)
La combinaison de (II.4) et (II.5) nous donne :
1
2
g(H2J − h2J) =
(
Q
2piRJ
)2(
1
hJ
− 1
HJ
)
. (II.6)
Pour hJ  HJ on obtient donc en combinant (II.3) et (II.6) :
RJ ≈ Q
2
pi2gH2Ja
2
. (II.7)
Une meilleure approximation consiste a` ne ne´gliger que h2J  H2J , on obtient alors :
RJH
2
Jga
2
Q2
+
a2
2pi2RJHJ
≈ 1
pi2
. (II.8)
Pour fixer les ide´es nous avons compare´ la relation II.8 avec des valeurs expe´rimentales (voir
Fig. II.4) obtenues avec le montage de´crit plus loin. L’hypothe`se de fluide parfait semble donc bien
trop restrictive : RJ est largement surestime´ et les variations de sa valeur en fonction du de´bit sont
mal de´crites. On notera aussi que la relation II.8 ne´cessite de connaˆıtre HJ pour pre´dire une relation
entre RJ et Q.
II.2 La the´orie de Watson pour le ressaut circulaire visqueux
et son ame´lioration par Bush et al.
La viscosite´ appraˆıt donc comme absolument fondamentale dans le ressaut hydraulique. En effet
il y a croissance d’une couche limite visqueuse qui envahit rapidement l’e´paisseur du film liquide avec
la distance au point d’impact. On peut donc distinguer quatre zones d’e´coulement distinctes dans la
zone interne.
(i) Pour r de l’ordre de grandeur du rayon du jet r ∼ (a). La vitesse du liquide passe rapidement
de 0 au point de stagnation a` u0, la couche limite a une e´paisseur δ typique de δ ∼ (νa/u0) 12
(ii) Pour r plus grand (de l’ordre de quelques a). La couche limite commence a` se de´velopper mais
on a toujours δ  h l’e´paisseur du film liquide. Le liquide en dehors de la couche limite a une vitesse
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Figure II.4 – Test de la relation (II.8). Le liquide utilise´ ici est une huile silicone de 20
cS. En outre le rayon du jet vaut a = 1,6 mm et les valeurs de HJ , RJ et Q sont mesure´es
expe´rimentalement. On a trace´ ici le premier membre de (II.8) en fonction de
(
RJ
a
)3
Re−1 ou`
Re est le nombre de Reynolds du jet de´fini comme Re = Q
νa
avec ν la viscosite´ cine´matique.
En effet ce parame`tre apparaˆıtra naturellement dans la the´orie de Watson. La the´orie de fluide
parfait (II.8) correspond a` la ligne noire continue.
constante u0. L’e´coulement dans la couche limite adopte alors un profil de type Blasius (profil de
vitesse obtenu dans une couche limite, le long d’une plaque plane place´e dans un e´coulement uniforme
paralle`le a` son plan).
(iii) Lorsque la couche limite a entie`rement envahi l’e´paisseur du film liquide h, un profil auto-
similaire 3 se met en place. Cette zone (iii) correspond au changement d’un profil de type Blasius vers
un profil auto-similaire a` mesure que r croˆıt.
(iv) Apre`s une longueur l d’e´tablissement dont nous de´taillerons l’estimation plus loin, le profil
auto-similaire est entie`rement e´tabli. Cette zone correspond a` la dernie`re zone avant le choc ou` le
profil auto-similaire est valable.
La the´orie de Watson se concentre exclusivement sur la zone interne. Les variables de la zone externe
sont conside´re´es comme des parame`tres impose´s qui servent de variables d’entre´e pour re´soudre les
e´quations du choc (conservation de la masse et de l’impulsion).
II.2.1 Profil auto-similaire
Watson se place dans les approximations de la couche limite visqueuse pour un fluide incompres-
sible. On a donc, dans la zone (iv) lorsque r > l :
∂(ru)
∂r
+
∂(rw)
∂z
= 0, (II.9)
u
∂u
∂r
+ w
∂u
∂z
= ν
∂2u
∂z2
, (II.10)
avec les conditions aux limites usuelles
u = w = 0 en z = 0, (II.11)
∂u
∂z
= 0 en z = h(r), (II.12)
3. Profil invariant par dilatation selon z et par translation selon r.
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avec r, z les coordonne´es cylindriques et u, w les composantes de la vitesse correspondantes. Le gradient
de pression selon r a e´te´ ignore´, on conside`re en effet que les variations de h(r) sont ne´gligeables 4.
La conservation du de´bit s’e´crit :
2pir
∫ h(r)
0
udz = Q. (II.13)
Une fois ces e´quations constitutives pose´es, la recherche d’une solution auto-similaire (invariante par
dilatation selon z et par translation selon r) se fait en supposant la forme :
u = us(r)f(η), avec η = z/h(r), (II.14)
ou` us(r) correspond a` la vitesse a` la surface libre. Les e´quations (II.11), (II.12) et (II.13) s’e´crivent
donc :
f(0) = 0, f(1) = 1, f ′(1) = 0, (II.15)
2pirus(r)h
∫ 1
0
f(η)dη = Q. (II.16)
On en de´duit que rush est constant, ce qui couple´ a` (II.9) conduit a`
w = ush
′ηf(η). (II.17)
En injectant (II.17) dans (II.9) pour faire apparaˆıtre le terme de gauche de (II.10) on obtient :
νf ′′(η) = h2u′sf
2(η). (II.18)
De cette e´quation on de´duit que le produit h2u′s est constant. Puisque f
′′(η) ≤ 0 (en effet la contrainte
visqueuse est la plus importante en bord de plaque pour z = 0) on peut introduire la constante c tel
que :
h2u′s = −
3
2
c2ν. (II.19)
L’utilisation des conditions aux limites (II.15) permet d’estimer la valeur de c (apre`s calculs on trouve
c = 1, 402) mais aussi d’obtenir la relation (II.20) a` partir de (II.16) :
rush = 3
√
3c2
Q
4pi2
. (II.20)
Cette nouvelle e´criture de la conservation du de´bit couple´e a` (II.19) permet d’estimer us(r) et h(r) :
us(r) =
27c3
8pi4
Q2
ν(r3 + l3)
, (II.21)
h(r) =
2pi2
3
√
3
ν(r3 + l3)
Qr
, (II.22)
ou` l est une longueur permettant le raccord avec la zone (iii). En effet, c’est cette longueur qui “porte”
tout ce qui se de´roule en amont du rayon r0, rayon ou` le profil auto-similaire est pleinement e´tabli.
Pour r  l, elle devient donc ne´gligeable : on “oublie” alors les effets de l’injecteur, du de´veloppement
de la couche limite... 5
Les conditions aux limites (II.15) couple´es a` (II.18) permettent de connaˆıtre le profil de vitesse
de la solution auto-similaire. Cette solution peut eˆtre exprime´e a` l’aide d’une fonction Jacobienne
elliptique de module sin75◦(note´e ici cn) :
f(η) =
√
3 + 1− 2
√
3
1 + cn(3
1
4 c(1− η)) . (II.23)
4. Plus exactement : la pression est approximativement partout la pression atmosphe´rique, les termes capillaires et
gravitaires restant ne´gligeable.
5. Des e´le´ments permettant l’estimation de cette longueur l seront de´veloppe´s plus loin.
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II.2.2 Raccordement et estimation des longueurs
La premie`re remarque que l’on peut faire est de constater que le profil auto-similaire est proche
d’un profil de Blasius, une approximation satisfaisante peut donc eˆtre faite en supposant :
u = us(r)f(z/δ), (II.24)
ou` δ correspond a` l’e´paisseur de la couche limite et a` h lorsque la couche limite a envahi toute l’e´paisseur
de la couche mince et ou` us(r) et f sont les fonctions de´finies pre´ce´demment lors du calcul du profil
auto-similaire. Cette approximation permet donc de supprimer la re´gion (iii) qui correspond a` la zone
de transition entre le profil de Blasius et le profil auto-similaire.
Dans la re´gion (ii) (la zone de croissance de la couche limite) on peut estimer que le profil de
hauteur h(r) est assez similaire a` celui observe´ pour un fluide parfait (c’est-a`-dire h(r) ∼ a2/r). En
effet, la majeure partie de l’e´coulement se fait a` la vitesse u0 dans cette zone. Cette zone se termine
lorsque l’e´paisseur de la couche limite δ devient comparable a` h. C’est-a`-dire lorsque (νr/u0)
1
2 ∼ a2/r.
Cela arrive pour r0 ∼ aRe 13 ou` r0 est le rayon ou` la couche limite a envahi toute l’e´paisseur du film
mince et Re = Q/νa est le nombre de Reynolds de´fini au niveau du jet.
De manie`re plus quantitative : l’e´quation inte´grale de la quantite´ de mouvement dans la re´gion
r < r0 s’e´crit (
d
dr
+
1
r
)∫ δ
0
(u0u− u2)dz = ν
(
∂u
∂z
)
z=0
, (II.25)
puisque u = u0 pour z > δ. En utilisant le fait que u est donne´ par la solution approxime´e (II.24) avec
us(r) = u0 l’e´quation pre´ce´dente devient apre`s inte´gration :
r2δ2 =
c3
√
3
pi − c√3
νr3
u0
+ C, (II.26)
ou` C est une constante. Afin que l’e´quation (II.26) reste valide lorsque r → 0 une seule solution est
physique : C = 0. 6 Donc pour r suffisamment grand (c’est-a`-dire r3  a3) dans la limite r < r0 :
δ2 =
pi
√
3c3
pi − c√3
νra2
Q
. (II.27)
Comme r0 est la valeur de r pour laquelle δ = h et us(r) = u0 la formule II.20 se de´clinera :
r0u0δ(r0) = 3
√
3c2
Q
4pi2
, (II.28)
et donc
r0 = 0, 3155aRe
1
3 . (II.29)
La valeur de l de´fini dans (II.21) et (II.22) peut maintenant eˆtre estime´e simplement en utilisant
le fait que us(r0) = u0, ce qui en appliquant (II.22) conduit a` :
l = 0, 567aRe
1
3 . (II.30)
Par ailleurs il est a` noter que l’application de la conservation du de´bit permet de proposer un profil
d’e´paisseur h(r) pour r < r0 :
2pir
(
u0δ
∫ 1
0
f(η)dη + u0(h− δ)
)
= Q, (II.31)
6. Bien suˆr cette hypothe`se est discutable puisque en r = 0 on est dans la zone (i), il y a donc un point de stagnation
et donc un profil de vitesse diffe´rent de celui de´fini ci-dessus. Ne´anmoins, comme dit pre´ce´demment on a : δ2 ∼ νa/u0
au voisinage de a et donc C ∼ νa3/u0 s’ensuit que C sera d’ordre a3/r3 vis-a`-vis des autres termes de (II.26) et pourra
eˆtre rapidement ne´glige´.
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ce qui conduit a`
h(r) =
a2
2r
+
(
1− 2pi
3
√
3c2
)
δ(r). (II.32)
On reconnaˆıt bien dans le terme de gauche le terme provenant des e´quations du fluide parfait (II.3)
auquel h(r) se re´duit quand la viscosite´ tend vers 0. Pour fixer les esprits, un sche´ma re´capitulatif
permet de visualiser h(r), δ(r), r0 et l en fonction de r (voir Fig. II.5). Afin de rester le plus ge´ne´ral
possible r est adimensionne´ par aRe1/3 et h et δ sont adimensionne´s par aRe−1/3.
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Figure II.5 – Les e´paisseurs du liquide h et de la couche limite δ dans la zone interne, obtenues
graˆce a` (II.22), (II.32) et (II.27), sont adimensionne´es par aRe−1/3 et reporte´es en fonction de
la distance r elle-meˆme adimensionne´e par aRe1/3. Courbe obtenue d’apre`s Watson [114]
II.2.3 Condition au niveau du choc
La position du ressaut r = RJ se de´termine en e´crivant la conservation de l’impulsion en RJ ,
c’est-a`-dire l’extension de la formule (II.5) obtenue dans le cas simple du fluide parfait au cas d’un
e´coulement non uniforme. On suppose toujours un choc parfait sans e´paisseur et donc sans friction :
g
h2J
2
+
∫ hJ
0
u2Jdz = g
H2J
2
+
∫ HJ
0
U2Jdz, (II.33)
avec HJ et UJ(z) respectivement la hauteur et la vitesse du liquide juste apre`s le choc. Comme dans
le cas du fluide parfait Watson l’approximation h2J  H2J semble raisonnable. 7 Watson fait e´galement
l’hypothe`se d’un profil bouchon en sortie de ressaut (i.e. UJ(z) = UJ sur toute l’e´paisseur).
8 L’e´quation
7. En effet dans nos expe´riences, l’e´paisseur typique de la zone interne est d’environ 0, 5 mm et 3 mm pour l’e´paisseur
de la zone externe.
8. Cette hypothe`se est par contre plus difficile a` tester expe´rimentalement et entre en contradiction avec l’observation
des zones de recirculation pour les ressauts de type I et II.
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(II.3) se simplifie donc en :
g
H2J
2
+HJU
2
J =
∫ hJ
0
u2Jdz, (II.34)
qui, par analogie avec (II.8) s’e´crit :
RJH
2
Jga
2
Q2
+
a2
2pi2RJHJ
=
2RJa
2
Q2
∫ hJ
0
u2Jdz. (II.35)
Il faut alors distinguer deux cas pour l’inte´gration du deuxie`me terme. Si RJ < r0, le terme doit eˆtre
inte´gre´ entre 0 et δ (donne´ par (II.27)) en utilisant le profil auto-similaire avec u(δ) = u0 puis entre 0
et h(r) avec un profil de vitesse de type bouchon (u(z > δ) = u0), ce qui donne apre`s calcul :
RJH
2
Jga
2
Q2
+
a2
2pi2RJHJ
= 0, 10132− 0, 1297
(
RJ
a
) 3
2
Re−
1
2 . (II.36)
Si, au contraire, on a RJ > r0, l’inte´gration se fera en utilisant le profil auto-similaire et les e´quations
(II.21) et (II.22). On obtiendra alors :
RJH
2
Jga
2
Q2
+
a2
2pi2RJHJ
= 0, 01676
((
RJ
a
)3
Re−1 + 0, 1826
)−1
. (II.37)
Expe´rimentalement les re´sultats disponibles dans la litte´rature sont tre`s souvent dans la gamme RJ >
r0. L’e´quation (II.37) est donc la plus utilise´e en comparaison avec les expe´riences.
9
La Fig. II.6 propose un test expe´rimental sur le meˆme ensemble de points que la Fig. II.4. Ici
encore ce sont des points re´alise´s avec notre dispositif qui sont propose´s. Pour tracer ce graphique
nous relevons a` la fois RJ et HJ en fonction de Q. On utilise ici la loi (II.37).
10 Comme on peut le
constater la the´orie et les points expe´rimentaux sont en tre`s bon accord meˆme si l’on peut tout de
meˆme constater une le´ge`re de´viation. Toutefois cette the´orie ne´cessite la connaissance expe´rimentale
de HJ , hauteur de fluide en sortie de ressaut qui est mesure´e expe´rimentalement dans l’ensemble des
ve´rifications de la the´orie de Watson.
II.2.4 Influence de la tension de surface
La tension de surface est un parame`tre physique peu e´tudie´ pour le ressaut hydraulique circulaire :
elle n’est apparue dans la litte´rature, sous forme de parame`tre expe´rimental, qu’en 1993 avec Liu et
al. [76] et son influence n’a e´te´ quantifie´e qu’en 2003 par Bush [13].
Cela s’explique par sa faible influence sur le rayon du ressaut pour peu qu’il soit centime´trique :
ce parame`tre n’a d’influence possible qu’a` deux niveaux (voir Fig. II.7) :
(i) elle aura tendance a` augmenter la courbure du ressaut afin de re´duire la surface du mur liquide
et donc de diminuer le´ge`rement le rayon du ressaut. Cet effet devient vite ne´gligeable face au flux de
quantite´ de mouvement.
(ii) elle agira e´galement sur la structure fine du ressaut au niveau du choc pour raccorder la zone
interne et le mur liquide ainsi que le mur et la zone externe sans points anguleux sur le profil h(r).
Mais cela n’agit que marginalement sur la position du ressaut. Cependant on pourra constater que
plus la tension de surface est e´leve´e moins le mur liquide est “abrupt”.
9. Ce sera e´galement notre cas dans l’ensemble de ce me´moire.
10. Un test expe´rimental de ces lois avec la variation de nombreux parame`tres sera montre´ un peu plus loin (voir
Fig. II.9).
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Figure II.6 – Test de la the´orie de Watson (e´quation (II.37)). Le liquide utilise´ ici est une
huile silicone de 20 cS. En outre on a a = 1,6 mm, les valeurs de HJ , RJ et Q sont mesure´es
expe´rimentalement par nos soins dans le dispositif de´crit plus loin. Le premier membre des
deux e´quations est e´crit en fonction de
(
RJ
a
)3
Re−1 ou` Re est le nombre de Reynolds du jet
de´fini comme Re = Q
νa
avec ν la viscosite´ cine´matique. La the´orie de Watson (e´quation (II.37))
correspond a` la ligne noire continue.
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Figure II.7 – Effet de la tension de surface sur le ressaut hydraulique circulaire. (a) La tension
de surface tend a` diminuer la surface du mur liquide et donc a` diminuer le´ge`rement le rayon du
ressaut. Ici est repre´sente´ un demi-ressaut vu de haut : les effets inertiels auxquels s’opposent
la pression hydrostatique tendent a` augmenter le rayon du ressaut tandis que la tension de ligne
γ∆H tend a` faire diminuer le rayon du ressaut. (b) La tension de surface modifie la structure
fine du ressaut, rendant le mur moins “abrupt”. r repre´sente ici la courbure locale du ressaut.
Dans les e´quations de Watson, la tension de surface peut eˆtre facilement prise en compte comme
l’a de´montre´ Bush et al. [13]. Dans leur approche Bush et al. mode´lisent la tension de surface a` deux
niveaux : au niveau du choc ou` la tension de surface joue sur la courbure (voir Fig. II.7) mais aussi
au niveau du jet ou` la tension de surface (mais aussi la gravite´) aura pour effet de modifier le rayon
effectif du jet.
II.2.4.1 Influence de la tension de surface au niveau du ressaut
La force par unite´ de longueur du mur s’opposant a` l’expansion du ressaut, re´sultant de la courbure
du ressaut et due a` la tension de surface s’e´crit :
Fc =
∫
S
γ(∇ · n)(n · rˆ)dS, (II.38)
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avec γ la tension de surface, S la surface du mur du ressaut et n le vecteur unite´ normal a` cette surface.
Pour bien de´finir cette surface, il est important d’observer que le mur n’est pas parfaitement vertical,
le ressaut a une certaine profondeur, on peut donc de´finir un rayon de “de´but de ressaut” R1 et un
rayon de “fin de ressaut”R2. On peut donc aussi de´finir une pente ainsi qu’une longueur d’arc s. Un
sche´ma ou` ces diffe´rentes notions sont rappele´es est propose´ en Fig. II.8 (bien entendu, les proportions
ne sont pas respecte´es). En tenant compte de tout ces e´le´ments, apre`s une formulation mathe´matique
approprie´e, l’e´quation pre´ce´dente se re´sume a` Fc = −2piγ(s−∆R) avec ∆R = R2 −R1. 11
R1 R2
s
n
hJ
HJ
Figure II.8 – Sche´ma de coupe du ressaut hydraulique. On peut de´finir un rayon de “de´but de
ressaut” R1 et un rayon de “fin de ressaut” R2 ainsi qu’une longueur d’arc s. Le vecteur unite´
normal a` la surface n est aussi repre´sente´. Notons que ce sche´ma ne respecte pas les proportions.
On peut, en accord avec les expe´riences, estimer que la diffe´rence ∆R est petite devant la diffe´rence
de hauteur ∆H = HJ − hJ , ou` hJ et HJ sont les hauteurs respectivement en entre´e et en sortie de
ressaut. Si bien que Fc = −2piγ∆H. L’inclusion de cette force (par unite´ de longueur) dans l’e´quation
de conservation de l’impulsion (II.33) conduit a`
g
H2J − h2J
2
+
γ
ρ
∆H
RJ
+HJU
2
J =
∫ hJ
0
u2Jdz, (II.39)
avec ρ la masse volumique du liquide. Cette e´quation peut ensuite eˆtre mise sous la forme :
g
H2J − h2J
2
(
1 +
2
B0
)
+HJU
2
J =
∫ hJ
0
u2Jdz, (II.40)
avec B0 = RJgρ(HJ + hJ)/γ. On peut, comme dans le cas pre´ce´dent, faire l’approximation h
2
J  H2J
et, toujours comme dans le cas pre´ce´dent, inte´grer de manie`re diffe´rente suivant la position de RJ
par rapport a` r0 (l’ensemble de la the´orie pre´ce´dente n’e´tant absolument pas modifie´, les valeurs
nume´riques restent les meˆmes que vu pre´ce´demment). On aura donc pour RJ < r0, en analogie avec
(II.36) :
RJH
2
Jga
2
Q2
(
1 +
2
B0
)
+
a2
2pi2RJHJ
= 0, 10132− 0, 1297
(
RJ
a
) 3
2
Re−
1
2 . (II.41)
Si, au contraire, on a RJ > r0 on obtiendra alors, en analogie avec (II.37) :
RJH
2
Jga
2
Q2
(
1 +
2
B0
)
+
a2
2pi2RJHJ
= 0, 01676
((
RJ
a
)3
Re−1 + 0, 1826
)−1
. (II.42)
Il est bon de signaler que (II.41) et (II.42) diffe`rent du mode`le de Watson ((II.36) et (II.37)) uni-
quement par un terme en 2/B0. Ce terme a une influence essentiellement pour les ressauts de petits
rayons. C’est-a`-dire lorsque 2/B0 ∼ 1 ce qui correspond a` RJ ∼ 2γρg(HJ+hJ ) ∼ 10−3 m pour de l’huile
silicone. En ce qui concerne l’eau il faut multiplier cette valeur par a` peu pre`s 3 pour avoir une ide´e
de l’importance de la tension de surface...
11. En l’absence de ressaut (i.e. absence de pente) on aura, bien suˆr, s = ∆R et donc Fc = 0.
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II.2.4.2 Influence de la tension de surface au niveau du jet impactant
La tension de surface (ainsi que la gravite´) vont aussi avoir pour effet de diminuer le rayon effectif
du jet avant l’impact a. On aura une vitesse au niveau de l’impact u0 supe´rieure a` celle en sortie de
buse uN , la gravite´ tendant a` acce´le´rer le liquide et la tension de surface a` resserrer le rayon du jet et
donc a` augmenter la vitesse. Avec la conservation du de´bit Q = pir2NuN = pia
2u0, ou` rN est le rayon
de la buse, l’e´quation de Bernouilli conduit a`
a
rN
=
(
1 +
2gZ
u2n
+
2γ
ρu2n
(
1
rN
− 1
a
))− 14
, (II.43)
ou` Z est la distance entre l’injecteur et la plaque. Comme on peut le constater a` partir de cette formule
(et comme l’on peut s’y attendre intuitivement), a` de´bit constant, plus la distance buse-plaque est
importante plus le jet est modifie´ en sachant que pour une vitesse typique de 3 m.s−1 et une buse
situe´e a` 4 cm de hauteur a ne sera modifie´ que de quelques pourcents par rapport a` rN . Par ailleurs,
toujours a` de´bit fixe´, la taille de la buse rN joue un roˆle crucial : en effet plus la buse est grande
plus uN est faible et donc plus les effets de la gravite´ et de la tension de surface sont importants (en
effet u2N varie en r
−4
N ). Et enfin, avec les autres parame`tres fixe´s, plus le de´bit est important moins
la gravite´ et la tension de surface auront d’effet sur ce rayon effectif a (si Q augmente uN augmente
line´airement). 12
Bush et al. a teste´ l’influence de ces parame`tres sur un large spectre de donne´es, comparant ce jeu
de donne´es a` (II.36) et (II.37) puis a` (II.41) et (II.42) dans la Fig. II.9 en utilisant (II.43).
Comme on peut le voir, l’accord entre the´orie et expe´rience reste bon et la tension de surface
ame´liore nettement cet accord dans le cas particulier des petits rayons (qui se traduisent sur la courbe
plutoˆt par des petits Re). L’erreur standard est diminue´e de 15% a` 10% sur l’ensemble du jeu de
donne´es.
II.2.4.3 La the´orie de Watson en micro gravite´ ou lorsque la tension de surface devient
ne´cessaire
Avedisian et al. [2] proposent de tester la the´orie de Watson en situation de micro gravite´ et de la
comparer aux meˆmes mesures en gravite´ “normale”. Les principaux re´sultats pour le ressaut hydrau-
lique stationnaire mis en avant par leur e´tude sont :
(i) Un ressaut circulaire hydraulique stationnaire peut eˆtre obtenu en micro gravite´ (2.10−2 g). Dans
ce cas le rayon du ressaut est plus important que celui d’un ressaut obtenu dans les meˆmes conditions
a` gravite´ “normale”.
(ii) La pente au niveau du choc diminue avec la gravite´.
Plus quantitativement, la the´orie de Watson ((II.36) et (II.37)) est teste´e sur les donne´es obtenues
expe´rimentalement. On peut voir ces re´sultats sur la Fig. II.10.
Comme on peut le constater les re´sultats obtenus en micro gravite´ (bleus sur la courbe) ne sont pas
du tout en accord avec la the´orie. L’ide´e principale pour interpre´ter ce mauvais accord entre the´orie
et expe´rience est que la tension de surface n’est absolument pas prise en compte 13. Or si l’on diminue
radicalement les effets de la gravite´, les effets de la tension de surface doivent se montrer plus impor-
tant (preuve en est que la pente diminue au niveau du choc).
12. Pour les donne´es obtenues graˆce a` notre dispositif expe´rimental ces effets resteront ne´anmoins marginaux.
13. Rappelons que ce papier est publie´ en 2000 tandis que celui de Bush et al. sur l’influence de la tension de surface
date de 2003.
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Figure 5. The observed dependence of the jump radius Rj on the system parameters. (a) The
solid line represents the theoretical prediction of Watson (1964). (b) The solid line represents
the theoretical predictions (2.10) and (2.11). The insets represent the equivalent log-log
representations, and the dotted lines the predictions of inviscid theory. ∗, RN =0.15 cm,
ν=21 cS; !, RN =0.2 cm, ν=21 cS; +, RN =0.25 cm, ν=21 cS; ", RN =0.38 cm, ν=21 cS; #,
RN =0.5 cm, ν=21 cS; $, RN =0.2 cm, ν=10 cS; !, RN =0.25 cm, ν=10 cS; ×, RN =0.38 cm,
ν=10 cS; %, RN =0.5 cm, ν=10 cS; &, RN =0.5 cm, ν=1 cS. Characteristic error bars are
shown.
jumps ((Rj/a)3Re
−1> 1), but less so for smaller jumps. The surface tension correction
is included in figure 5(b), and improves the agreement between theory and experiment.
Specifically, the standard error is reduced from 15% to 10% over the entire data set.
Figure II.9 – De´pendance de RJ en fonction des diffe´rents parame`tres du syste`me. (a) La
ligne continue repre´sente les pre´dictions de la the´orie de Watson (e´quations (II.36) et (II.37)).
(b) La ligne conti ue repre´sente la the´orie de Watson m difie´e par Bush et al. en ajoutant la
tension de surface (e´quations (II.41) et (II.42)). Les inserts donnent la repre´sentation log-log de
ces courbes. La ligne pointille´e pre´sente sur chaque graphe rappelle la pre´diction pour un fluide
parfait (e´quation (II.8)). Le liquide utilise´ est un me´lange eau glyce´rol (γ ∼ 65 − 70 mN/m,
ρ ∼ 1, 0−1, 2 g/cm−3). Les viscosite´s sont e´chelonne´es entre 1 et 21 cS. Les hauteurs exte´rieures
sont e´chelonne´es entre 2 mm et 1 cm et les buses ont un rayon rN compris entre 0,15 cm et 0,5
cm. Pour avantage d’informations se reporter ` [13].
Plus quantitativement, avec le meˆme formalisme que pre´ce´demment, on trouve dans le cas de la
micro gravite´ (2.10−2g) B0 ∼ 10−1 et donc le terme en 2/B0 sera de l’ordre de 20 et donc tre`s grand
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Figure II.10 – Test de la the´orie de Watson (e´quation (II.37)) dans un cas de microgravite´.
Les ronds rouges correspondent aux donne´es obtenues avec le dispositif expe´rimental en gravite´
normale g0 et les carre´s bleus aux donne´es obtenues en micro gravite´ (g = 2.10
−2g0). La ligne
noire continue correspond a` la pre´diction the´orique. L’insert donne une repre´sentation log-log
de cette courbe. Le liquide utilise´ est de l’eau (γ ∼ 70 mN/m, ρ ∼ 1 g/cm3 et ν ∼ 1 cS). Les
hauteurs exte´rieures varient entre 2 et 15 mm. Les diame`tres des buses varient entre 1,22 et
3,83 mm. Pour davantage d’informations se reporter a` [2].
devant 1. Autrement dit la tension de surface sera pre´dominante devant la pression hydrostatique pour
des ressauts de rayon RJ ∼ 5 cm c’est-a`-dire des rayons bien au-dela` de ceux mesure´s dans l’article.
Dans ce cas de figure particulier, la the´orie de Watson compare donc un terme ne´gligeable en lieu
et place de l’effet physique majeur... Malheureusement nous ne disposons pas des donne´es brutes qui
auraient permis de calculer le premier terme des e´quations (II.41) et (II.42) et donc de comparer ces
re´sultats au mode`le de Bush avec tension de surface.
On retiendra donc de ce travail d’une part qu’il est possible d’obtenir un ressaut circulaire hydrau-
lique en situation de micro gravite´, ce qui n’a rien de trivial mais aussi que dans cette situation la
tension de surface apparaˆıt comme fondamentale.
II.2.5 Ressaut circulaire et He´lium superfluide
Lorsque l’on refroidit de l’he´lium liquide en dec¸a` d’une tempe´rature de transition Tλ = 2, 17 K on
assiste a` un changement de phase de l’he´lium. On obtient alors de l’he´lium superfluide. Ce liquide a
entre autre la proprie´te´ d’eˆtre de viscosite´ nulle contrairement a` l’he´lium liquide a` T > Tλ qui posse`de
une viscosite´ faible mais non nulle. L’ide´e de´veloppe´e par Rolley et al. [99] de cre´er un ressaut avec
de l’he´lium superfluide (et donc non visqueux) ouvre la perspective de tester la the´orie du ressaut
inviscide (pre´sente´e pre´ce´demment : voir section II.1). Rolley et al. ont donc conduit une expe´rience
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ou` le liquide e´tait refroidi progressivement de T > Tλ a` T = 1, 5 K et il ne s’est rien passe´ d’e´vident a`
la transition de phase. Ce re´sultat peut paraˆıtre surprenant de prime abord, ne´anmoins c’est un fait
bien connu de la communaute´ travaillant avec de l’he´lium superfluide que l’he´lium a` T < Tλ peut
eˆtre conside´re´ comme un me´lange d’une composante “normale” et d’une composante superfluide ou`
seule la composante superfluide posse`de une viscosite´ nulle. De plus meˆme dans le cas d’un liquide
uniquement superfluide, on voit apparaˆıtre une viscosite´ effective, pour des vitesses exce´dant une vi-
tesse critique, qui correspond dans notre cas a` 10 cm/s ce qui est pre´cise´ment l’ordre de grandeur des
vitesses au niveau du ressaut (et donc dans l’injecteur). Les auteurs supposent alors (en accord avec
les approximations usuelles) que la viscosite´ effective de l’he´lium superfluide s’e´crit : νeff = ηn/ρ ou`
ηn est la viscosite´ dynamique de la composante normale du liquide et ρ la masse volumique du liquide.
II.2.5.1 L’he´lium un liquide unique pour tester la validite´ des lois de Bush-Watson dans
une situation limite
Toutefois meˆme si l’he´lium superfluide posse`de une viscosite´ effective, cette expe´rience offre un
cadre unique pour tester la the´orie de Watson et la modification propose´e par Bush et al. dans des
conditions expe´rimentales limites de viscosite´ et de tension de surface. Le liquide utilise´ est donc de
l’he´lium liquide (superfluide ou non) de tempe´rature comprise entre 1,5 K et 4,2 K. Les rayons de
ressaut sont compris entre 0,5 et 3,5 mm, la densite´ se situe aux alentour de 0.145 et la viscosite´ se
situe deux ordres de grandeurs en dessous de celle de l’eau. Ajoutons a` cela des tensions de surface
comprises entre 0,09 et 0,33 mN/m suivant la tempe´rature) et l’on obtient un banc d’essai aux valeurs
extreˆmes pour les the´ories existantes sur le ressaut.
Si les lois de Bohr et al. (que nous de´taillerons plus tard) ne fournissent pas un bon accord avec
l’expe´rience, les lois de Watson fournissent quant-a` elles un accord tout a` fait raisonnable. Nous
avons donc reporte´ en Fig. II.11 (a) une figure de l’article de Rolley et al. [99] ou` sont repre´sente´es en
symboles vides les donne´es obtenues a` partir des e´quations (II.36) et (II.37). Les triangles repre´sentent
les points obtenus pour T > Tλ et les cercles les points obtenus pour T < Tλ. Comme on peut le voir,
si l’e´cart obtenu est satisfaisant, il n’est pas parfait. Si l’on s’empare maintenant de la partie II.2.4 on
se rend compte que l’on obtient pour B0 des valeurs de l’ordre de 2. Il apparaˆıt donc que la tension
de surface n’est absolument pas ne´gligeable et qu’elle joue meˆme un roˆle majeur. Les auteurs utilisent
donc le mode`le de Watson dans lequel on tient compte de la tension de surface via le terme ajoute´
par Bush et al. (e´quations (II.41) et (II.42)). Les points obtenus sont alors reporte´s sur la Fig. II.11
(a) par les symboles pleins. L’accord est comme on peut le voir bien meilleur.
On a donc pu prouver que le mode`le de Watson ame´liore´ par Bush et al. fournissait d’excellents
re´sultats y compris dans ces conditions extreˆmes.
Le calcul des points expe´rimentaux ne´cessitant de connaˆıtre HJ , Rolley et al. ont utilise´ HJ = H∞
la hauteur de liquide en bord de plaque ici laisse´e libre de s’ajuster avec Q (H∞ est note´e d dans
l’article). 14 Pour autant le dispositif expe´rimental de Rolley et al. permet aussi de faire augmenter
H∞ en remplissant la cuve. C’est ce qui est fait dans la Fig. II.11 (b). Sur cette figure on voit bien
d’une part la robustesse de la the´orie de Watson ainsi que la ne´cessite´ d’ajouter le terme de Bush
prenant en compte les effets capillaires. 15
14. Cela semble constituer une bonne approximation dans le cas d’un liquide avec une forte tension de surface (rela-
tivement aux autres parame`tres) mais nous reviendrons plus amplement sur cette question importante plus loin...
15. L’article traite aussi de l’apparition de rides a` la surface libre du liquide dans la zone interne lorsque T devient
plus faible que Tλ. Les auteurs en tirent une technique de mesure de h(r). Le lecteur curieux consultera donc la re´fe´rence
[99] pour en apprendre davantage sur le sujet.
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(a)
This is quite surprising: from the Eq. (1), which is expected
to be relevant for a non-viscous fluid, one expects the
radius to increase roughly by a factor 10. Other measure-
ments at 1.5K at various flow rate have confirmed that the
radius is roughly independent of the nature of the fluid.
We propose the following explanation. Below Tl, the
liquid can be considered as a mixture of a normal and a
superfluid component (a comprehensive description of the
behavior and properties of superfluid helium can be found
in Wilks [11]). In this two-fluid model, only the superfluid
has zero viscosity and zero entropy, while the normal
component carries the entropy and has a finite viscosity Zn
which decreases roughly by a factor 2 when T decreases
from Tl down to 1.5K. Depending on the boundary
conditions, the superfluid component may flow indepen-
dently of the normal component, or together with it. Only
in the first case may the flow be truly non-dissipative.
Moreover, it is well known that the flow of the superfluid
component itself can be dissipative if the velocity exceeds a
critical value UC which depends mainly on the thickness
(or more generally on the transverse dimension) of the flow
(see Ref. [11, pp. 383ff.]). The dissipation mechanism is not
completely understood, but there is a consensus that
quantum vortices are generated if the velocity is larger
than UC. In our setup, vortices may be generated in the
tube, where Re is of the order of a few thousand (assuming
that the effective kinematic viscosity is of the order of
Zn=r), or where the jet impacts the substrate and the
direction of the flow is turned outwards. As seen in Fig. 7,
the presence of ripples inside the jump blurs the image of
the wire and make a direct measurement of the liquid
thickness impossible. However, the thickness is mainly set
by the jet diameter, and it should still be of the order of
10mm when the liquid is superfluid. For such a thickness,
the critical velocity is of the order of 10 cm/s [11]. This is
precisely the order of magnitude of the velocity at the
jump, so that the flow is presumably dissipative inside the
jump, and the generation of vortices may also occur in the
thin film region. For temperatures above 1.5K, the normal
fraction is larger than 0.1. Because of the mutual friction
between the vortices and the normal component, the two
components ‘‘lock’’ to each other. Then, as a first
approximation, the superfluid behaves as an ordinary fluid
with an effective kinematic neff of the order of Zn=r. For
instance, grid turbulence experiments yields neff roughly
twice as large as Zn=r at T ¼ 1:5K [12]. The exact value of
neff may depend on Re and on the geometry of the flow. As
the simplest guess, we will suppose in the following that
neff ¼ Zn=r.
3.4. Jump radius at 1.5K
We have performed measurements of both the jump
radius Rj and the fluid thickness d for various flow rates at
T ¼ 1:5K. In Fig. 8, we compare the measured value for Rj
with the predicted values in Watson’s model and in Bush’s
model. With the hypothesis neff ¼ Zn=r, one finds that the
data in the superfluid regime collapse well with the data in
the normal regime. This supports the idea that the fluid
behaves as if it were a usual viscous fluid, at least for the
jump radius. One should note that the predictions for Rj is
not very sensitive to the exact value of neff : an increase of
neff by a factor two leads to a decrease of Rj by only 15%.
Data in a wider range of d can be obtained when looking
at the filling of the cell: when the dead volume below the
plate is filled by liquid, the outer level d starts to increase.
This makes the jump radius decrease, as seen in Fig. 9.
As Rj decreases slowly (dRj=dt is much smaller than the
fluid velocity inside the jump), one expects than Rj can
adjust to slowly varying boundary condition. In this way,
one can measure Rj as a function of d, at constant flow rate
Q. Data are shown in Fig. 10, together with the predictions
corresponding to the model by Watson, and with the model
including a correction for the surface tension. Once again,
experimental data fall within the two predictions. Looking
more closely at the data, it is clear that the data are closer
to the prediction which takes into account capillary forces.
This is consistent with the observation that the jump
becomes steeper as Rj decreases.
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Fig. 8. Comparison of the measured jump radius Rj with the prediction
without surface tension [3] (open circles) and with surface tension [5]
(closed circles). The triangles correspond to the data for the normal fluid
(cf Fig. 6).
Fig. 9. Collapse of the jump at T ¼ 1:5K as the outer level d increases
ðQ ¼ 26:67mm3=sÞ. Left: d ¼ 122mm and Rj ¼ 3:30mm. Right: d ¼
283mm and Rj ¼ 1:83mm.
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(b)
4. Ripples in the fast flow region
Above the superfluid transition, a few ripples are visible
close to the jump. The most striking feature of the flow
below Tl is the increasingly large number of ripples that
are visible within the jump, as seen in Fig. 7.
These ripples are stationary, which means that they are
traveling upstream with respect to the flow of the liquid. It
is observed that the phase of the ripples is independent of
the radius of the jump. This suggest a method for
measuring the depth of the liquid inside the jump, when
it is too shallow or too curved to measure by means of the
image of the wire, for the wavelength l should depend on
hðrÞ. We start from the assumption that hðrÞ varies slowly
enough that it makes sense to speak of the wavelength at a
particular radius r, and that it is given by the distance
between wave crests in the image. We also treat the waves
as plane waves, rather than circular waves: this approx-
imation is justified by the fact that we do not observe any
ripples at radius small compared to l.
To proceed, from the wavelength, we determine the wave
number k ¼ 2p=l. As a first approximation, we note that
since the waves are stationary in the reference frame of the
laboratory, in the reference frame moving with the average
velocity hUi of the fluid, they are traveling upstream with
an equal and opposite velocity. Thus their phase velocity
vf $ o=k is equal to hUi (here o is the frequency of the
waves in the fluid frame of reference). hUi depends on r and
hðrÞ by the equation of continuity, Q ¼ 2prhðrÞhUðrÞi. The
dispersion relation for waves in a shallow liquid is [13, p.
240]:
o2 ¼ ðgk þ gk3=rÞ tanh kh. (4)
This set of equations can be solved numerically for the
depth of the liquid, hðrÞ. The result is in reasonable
agreement with the prediction of Watson [9], as shown in
Fig. 11, which lends credence to the procedure. It cannot be
compared with a direct measurement, since the image of
the wire is blurred because of the oscillation of the
interface. However, in our parameter range, the minimum
thickness is only weakly dependent on the viscosity, so that
one expects the value of h to be set by the jet radius, and to
be still of the order 10mm. This value is consistent with the
one obtained from the simple analysis of the ripples.
Although we did not observe the growth of the ripples in
the time domain, the dispersion relationship given by Eq.
(4) suggests that the group velocity of the waves, vg ¼
do=dk in the fluid frame of reference is greater than the
average fluid velocity hUi, so we might expect that the
disturbance represented by the ripples grows upstream (i.e.,
though the crests remain stationary, new crests will form
upstream during the initial growth of the perturbation). It
has been suggested by Volovik [14] that the ripples are
generated by interactions with the substrate, which would
generate stationary waves (the perturbation due to the
surface has o ¼ 0 in the laboratory frame of reference). It
is interesting to note that there is a minimum fluid velocity
below which stationary ripples cannot exist, hUmini ¼
minðoðkÞ=kÞ (here oðkÞ is in the fluid frame of reference).
This same criterion is required for the hydraulic jump to
exist in Rayleigh’s inviscid model, and it is the same as the
Landau criterion for the creation of quantum excitations in
a fluid moving past a wall, as noted by Volovik. In our
experiment, however, because the film is thin compared to
the capillary length, the minimum velocity is zero and
stationary capillary waves may form for any fluid velocity.
To establish the relationship between l and h more
accurately, and to determine the relationship between the
viscosity n of the liquid and the spatial dependence of the
ripple amplitude, we turn to the Navier–Stokes equations
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Figur II.11 – (a) Test des mode`les de Watson (e´quations (II.36) et (II.37)) et Watson
Bush (e´quations (II.41) et (II.42)) pour l’he´lium liquide a` 4 tempe´ratures : trois tempe´ra-
tures (repre´sente´es par des triangles) ou` le liquide est “normal” (4,2 K : ν = 2, 59 10−8 m2/s,
ρ = 0.125 g/cm3, 0,09 mN/m ; 3 K : ν = 2, 52 10−8 m2/s, ρ = 0.141 g/cm3, 0,2155 mN/m ;
2,45 K : ν = 2, 14 10−8 m2/s, ρ = 0.145 g/cm3, 0,27 mN/m) et une tempe´rature ou` le liquide
est super fluide (repre´sente´ par des cercles) (1,5 K : viscosite´ effective ν = 0, 88 10−8 m2/s,
ρ = 0, 145 g/cm3, 0,332 mN/m). Les symboles vides correspondent au ode`le de Watson et les
symboles pleins correspondent au mode`le de Watson-Bush. Le rayon de la buse est de 0, 1 mm
et le rayon de la plaque est R∞ = 24 mm. (b) Variation du rayon du ressaut RJ en fonction
de la hauteur de liquide en bord de plaque H∞ = d. Le liquide st l’he´lium uperfluide (voir
spe´cifications plus haut) et Q = 26, 7 mm3/s. En pointille´ est repre´sente´ le mode`le de Watson
et en trait continu le mode`le de Watson avec l t rme propose´ par Bush et al. Comme on le voit
l’influence du terme capillaire est de´terminante. Pour davantage d’informations se reporter a`
[99].
II.2.6 Conclusion sur la the´orie de Watson
En re´sume´, la the´or e Watson s mble fournir une tre`s bonne description de la zone interne,
malgre´ un certain nombre d’approximations (en particulier une hauteur de liquide qui diverge quand
r tend vers 0 au lieu de diverger en r = a comme cela est visible expe´rimentalement). L’accord entre
the´orie et expe´ ience semble tout a` fait correct et l’ap o t de Bush et al. ame´liore encore cet accord.
Pour autant, il subsiste un le´ger e´cart syste´matique de tendance comme on peut le voir par exemple
en Fig. II.6.
Cette the´orie porte en elle deux “de´fauts” : le premier est d’eˆtre assez peu lisible, par exemple elle
n’offre pas de relation simple entre le rayon et le de´bit et il est assez difficile d’isoler les parame`tres
phys ques cle´s pour en m surer l’influence. L deuxie`me est qu cett the´orie est tr`s “descriptive”
mais assez peu “pre´dictive”, elle laisse en parame`tre d’entre´e la hauteur de liquide apre`s le choc.
Autrement dit expe´rimentalement parlant on a besoin de mesurer la hauteur de liquide apre`s le choc
HJ pour pre´dire le rayon du ressaut RJ . Elle appelle donc a` construire des the´ories plus complexes
permettant de pre´dire le champ de liquide exte´rieur afin de “boucler” le syste`me. C’est ce que nous
allons maintenant aborder.
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II.3 La the´orie de Bohr
La the´orie de Bohr et al. [8, 10, 113] se place dans le cas ou` le rayon du ressaut est assez grand
devant la“longueur d’entre´e”, distance du point d’impact a` laquelle la couche limite a envahi l’e´paisseur
de liquide dans la zone interne (cette limite correspond a` r3  l3 dans la description de Watson).
Dans ce cas on peut ne´gliger l’influence de la zone inviscide et mixte (c’est-a`-dire la zone de stagnation
ainsi que la zone ou` croˆıt la couche limite visqueuse c’est-a`-dire les zones (i) et (ii) de la the´orie de
Watson) afin d’obtenir un mode`le plus simple. Cette approche reprend un peu la description propose´e
par Tani [108] et s’en inspire largement. 16
En outre Bohr et al. [8] prennent en compte le profil exte´rieur et montrent qu’une singularite´
advient pour les grands rayons. En identifiant la singularite´ comme e´tant le bord de la plaque ou
le bord du mur de confinement, l’e´coulement a` l’exte´rieur peut eˆtre de´crit de manie`re unique. Si
l’on couple cet e´coulement a` l’e´coulement interne et a` un choc de type Be´langer, on peut re´soudre
entie`rement le proble`me et pre´dire le rayon du ressaut.
Comme on le verra, on peut e´ventuellement remettre en cause cette mode´lisation du choc et obtenir
une description plus fine afin d’e´viter une singularite´ au niveau du ressaut.
II.3.1 E´quation de la couche limite
On utilise ici les meˆmes notations que dans la partie pre´ce´dente c’est-a`-dire r, z les coordonne´es
cylindriques et u, w les composantes de la vitesse correspondantes, ν la viscosite´ cine´matique du liquide
et g l’acce´le´ration due a` la gravite´. Les e´quations de la couche limite sont les meˆmes que celles utilise´es
par Watson (e´quations (II.9) et (II.10)) avec les conditions aux limites usuelles (e´quations (II.11) et
(II.12)). Ne´anmoins, dans son mode`le, Bohr se propose d’ajouter le terme de gravite´ ne´glige´ jusque
la`. Les e´quations de la couche limite sont alors donne´es par :
∂(ru)
∂r
+
∂(rw)
∂z
= 0, (II.44)
u
∂u
∂r
+ w
∂u
∂z
= −g dh
dr
+ ν
∂2u
∂z2
, (II.45)
u = w = 0 en z = 0, (II.46)
∂u
∂z
= 0 en z = h(r). (II.47)
On utilise aussi la conservation du de´bit (II.13) :
r
∫ h(r)
0
udz = q, (II.48)
avec q = Q/2pi. On adimensionne ensuite ces e´quations en e´crivant que tous les termes sont du meˆme
ordre, ce qui me`ne au dimensionnement suivant 17 :
u = αu˜, α = q
1
8 ν
2
8 g
3
8 ,
w = βw˜, β = q−
3
4 ν
3
4 g
1
4 ,
r = ωr˜, ω = q
5
8 ν−
3
8 g−
1
8 ,
z = δz˜, δ = q
1
4 ν
1
4 g−
1
4 .
(II.49)
16. Cette approche est donc centre´e sur la description de la couche limite, l’ide´e qui sous-tend ce travail est que les
vortex pre´sents dans les structures de type I et type II sont dus a` des de´collements de la couche limite.
17. Dans ce dimensionnement on trouve d’ors et de´ja` la loi d’e´chelle pour RJ a` laquelle Bohr et al. aboutit.
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En supprimant les tildes, les e´quations (II.44), (II.46), (II.47) et (II.48) restent inchange´es tandis
que l’e´quation (II.45) devient
u
∂u
∂r
+ w
∂u
∂z
= −dh
dr
+
∂2u
∂z2
. (II.50)
En de´finissant v comme la moyenne de u selon z (c’est-a`-dire v = h−1
∫ h
0
u(r, z)dz) on obtient a`
partir de (II.48) :
vrh = 1. (II.51)
Si l’on inte`gre la conservation de quantite´ de mouvement (II.50) selon z pour tout r en utilisant (II.44)
et les conditions aux limites (II.46) on obtient :
1
rh
d
dr
(
r
∫ h
0
u2dz
)
= −dh
dr
− 1
h
∂u
∂z
|z=0 . (II.52)
Si l’on de´finit maintenant G comme
G =
1
h
∫ h
0
(u/v)2dz, (II.53)
on obtient
v
d
dr
(Gv) = −dh
dr
− 1
h
∂u
∂z
|z=0 . (II.54)
Cette fonction G, et de manie`re plus ge´ne´rale cette e´criture du proble`me, sont des e´le´ments cle´s
de la the´orie de Bohr et al. G est un facteur de forme qui nous permet d’e´tudier la plupart des cas
possibles : des plus simples (fonction auto-similaire parabolique) aux plus complexes. Cette e´quation
de´crit donc l’e´quilibre entre le terme convectif et les termes du gradient de pression hydrostatique et
de la friction visqueuse.
II.3.2 Profil auto-similaire pour u
Le mode`le le plus simple pour la fonction reste, comme dans le cas de Watson, le choix d’une
fonction auto-similaire c’est-a`-dire :
u(r, z) = v(r)f(η),
ou` η = z/(h(r)). On se propose d’utiliser pour f la solution en accord avec les conditions limites la
plus simple possible (mathe´matiquement du moins) soit un profil parabolique f(η) = 3η − 32η2. En
utilisant cette fonction l’e´quation (II.54) devient :
6
5
v
dv
dr
= −dh
dr
− 3 v
h2
.
Un autre choix pour f n’aurait eu pour effet que de changer les coefficients. Qualitativement ce choix
importe peu. En particulier, en utilisant les changements de variables approprie´s on obtiendra :
v
dv
dr
= −dh
dr
− v
h2
. (II.55)
C’est donc l’e´quation que nous allons utiliser a` partir de maintenant. 18
L’e´quation (II.55) couple´e a` la conservation du de´bit (II.51) conduit a` l’e´quation diffe´rentielle :
dv
dr
(v − 1
v2r
) =
1
vr2
− v3r2. (II.56)
18. On remarquera que cette e´quation est l’analogue de (II.19) de Watson dans laquelle on a ajoute´ le terme duˆ a`
la gravite´ (h′). Par ailleurs, il est bon de signaler que l’impact de ce terme duˆ a` la gravite´ est tre`s faible dans la zone
interne.
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Cette e´quation peut eˆtre re´e´crite sous forme de deux e´quations parame´triques :
dr
ds
= v3r2 − r dv
ds
= v − v5r4 (II.57)
Un the´ore`me duˆ a` Hardy [53] montre qu’on ne peut pas trouver de solutions physiques a` l’e´quation
(II.56). En effet, il n’existe pas de comportement admissible de v (a` savoir une valeur finie ou nulle
pour v) pour r → +∞. Dans [8], Bohr essaye l’ansatz de solution v = y/r autrement dit y = 1/h :
dr
ds
=
y3
r
− r dy
ds
= −y5 + y
4
r2
. (II.58)
On peut ne´gliger les termes en 1/r et 1/r2 (car y croˆıt moins vite que r puisque y = vr et que v
de´croˆıt) on aboutit a` :
v = (1/r)[4ln(rs/r)]
− 14 , (II.59)
ou` rs est le rayon pour lequel la vitesse diverge. Cette solution est donc valable pour le profil exte´rieur
(“apre`s” le ressaut). 19
Les auteurs supposent alors que le lieu ou` la vitesse v va diverger (ou` tout du moins sa de´rive´e)
correspond au bord de la plaque (ou au lieu du mur), on peut ainsi estimer que rs ≈ R∞ ou` R∞ est le
rayon de la plaque comme pre´sente´ plus haut en Fig. II.2. Le syste`me peut maintenant eˆtre ferme´ : la
donne´e de rs se´lectionne un profil pour la hauteur exte´rieure ; la condition du choc de Be´langer (II.33)
peut s’e´crire (a` l’aide de la conservation du de´bit) :
v1 =
1
4rv2
[1 + (1 + 8v32r)
1/2], (II.60)
ou` v1 et v2 sont respectivement les vitesses avant et apre`s le choc. La donne´e d’un couple (r0, v0) per-
met en outre d’inte´grer nume´riquement (II.56) dans la zone interne et donc d’obtenir nume´riquement
la position RJ du choc.
Cette the´orie est donc teste´e en inte´grant nume´riquement a` partir du couple (R0, H0) ou` R0 = 1
cm et H0 = 0, 05 cm qui sont des donne´es de la zone interne conside´re´es comme typiques par les
auteurs. Rs le rayon de la plaque est pris a` 20 cm. Rappelons aussi que le profil de vitesse propose´ est
un profil de vitesse parabolique (type demi Poiseuille). Les re´sultats sont pre´sente´s en Fig. II.12.
Comme on peut le constater si l’accord qualitatif semble correct, l’accord quantitatif semble, lui,
faire de´faut. 20
Par ailleurs, on peut observer sur la Fig. II.13 que le rayon du ressaut adimensionne´ rJ de´pend
tre`s faiblement du rayon de la singularite´ rs. On peut ainsi en conclure que pour rs  rJ (sans eˆtre
non plus astronomique) on aura rJ ≈ 1 et donc :
RJ ∼ ω ∼ Q 58 ν− 38 g− 18 , (II.61)
avec un pre´ facteur a` cette loi d’e´chelle de´pendant uniquement du type de profil de l’e´coulement.
Cette loi d’e´chelle, si elle ne fournit pas un accord excellent avec les re´sultats expe´rimentaux (on a
typiquement un exposant 3/4 au de´bit), constitue un re´sultat remarquable, car simple et analytique,
compte tenu des nombreuses approximations ne´cessaires pour l’e´tablir. 21
19. Nous le verrons plus loin, ce type de solution de´crit tre`s bien l’expe´rience et peut eˆtre retrouve´ tre`s simplement
en e´quilibrant frottements visqueux et pression hydrostatique pour un profil d’e´coulement parabolique.
20. Par ailleurs on remarque une fois de plus que la distance buse-plaque ne semble pas avoir beaucoup d’importance
(comme attendue par (II.41) et (II.42)).
21. Cette loi d’e´chelle, souvent appele´e loi de Bohr, est actuellement la seule qui permette de pre´dire le rayon du
ressaut sans calcul nume´rique et sans parame`tre supple´mentaire.
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Shallow-water approach to the circular hydraulic jump 
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FIGURE 5. Experimental data for the position of the jump Rj as a function of flux Q (from Dimon 
et al. 1992). The different data sets are for different nozzle heights (see text). Data from Tani (1949) 
are also shown. The solid line is the theoretical prediction for the position of the jump. 
we have to increase rs many orders of magnitude to have any significant effect on r j ,  
Thus, as long as rs 9 rj (but not astronomical), there is a strong selection of rj x 1 ,  
which means that the physical (i.e. non-rescaled) jump radius Rj scales as (21): 
Rj x y = cq%v-ig-t, (48) 
where the constant c depends on the velocity profile chosen in (28). For a parabolic 
profile, which we shall assume for definiteness, c x 0.73. 
To compare more directly with experiments, we have computed Rj(Q) for a range of 
Q with the (non-rescaled) value of the edge radius (radius of the plate) R, fixed and with 
a particular set of initial conditions for u. Fixing R, means that rs depends on Q as 
rs = R J y .  With c z 0.73 for a parabolic profile and v = 0.01 cm2/s, we find, 
r8 x 1.8Q-gR, (49) 
in c.g.s units. For the inner boundary conditions, we have assumed that the shape of 
the spreading jet is independent of Q, which means that the physical velocity V at a 
fixed point R, varies linearly with Q :  
where H ,  is the height of the fluid layer at r = R,, which is assumed to be independent 
of Q. The scaled boundary conditions are then found from V(Ro) = mv(l.8Q-fRo) or 
In figure 5 we show data from Dimon et al. (1992) for the radius of the hydraulic 
jump as a function of flux when the flow is stationary. In this experiment, a jet of water 
from an 8 mm diameter nozzle impinges on a plate 40 cm in diameter. A small amount 
of soap (0.04% by volume) was added to the water to facilitate even wetting of the 
plate. The flux was controlled with a constant-head tank and measured directly at the 
nozzle. The range in Q corresponds to 1 < Fr(Ro) < 80. The jump radius was 
Figure II.12 – De´pendance de RJ n fonctio de Q. Le liquid utilise´ est de l’eau pure dans
le cas de Tani [108] et de l’eau contenant un peu de surfactant dans le cas de Dimon et al.
(autres points). Le liquide est injecte´ par une buse de 8 mm de diame`tre et pour diffe´rentes
distances plaque-buse (entre 2 et 8 cm) ur une plaque de 40 cm de diame` re. La ligne continue
correspond a` la position du ressaut attendue the´oriquement (obtenue nume´riquement). Pour
davantage d’informations se reporter a` [8] et [108].
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FIGURE 3. The jump is interpreted as a discontinuity (dash d li e) connecting the inn  and outer 
solutions (solid lines) shown in figure 2. The jump does not pass through the focus, although it may 
appear to do so. 
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FIGURE 4. The dependence of the position of the jump r, on the singularity at rs, 
The choice of outer solution depends on r, as noted above, but the dependence is 
very weak as seen in figure 2. Small changes in u, right after the jump have a strong 
effect on r8 which follows from the approximate solution (37), which can be inverted 
(47) r, % e z, 
where u, denotes the outer solution at r = 1.  This means that no matter which large r, 
we choose, the outer solution will remain almost unchanged. Figure 2 shows the 
outermost solution with its corresponding jumpline (i.e. the solution of (46)) for 
r,  = 20.3. The jump occurs when the inner solution crosses this line. The spiralling 
nature of the inner solution and the large power of u appearing in (34) imply that, 
independently of the initial conditions chosen for the inner solution, the jump always 
occurs close to r = 1, as seen in figure 2. As noted earlier, the exact location of the jump 
does depend on r,. The dependence is, however, extremely weak as seen in figure 4. 
Here we show the dependence of r j  on r, for a typical inner solution. One can see that 
to give 1 4  
Figure II.13 – De´pendance de rJ (rayon du ressaut adimensionne´) en fonction de rs. Comme
on peut le constater la de´pendance est faible... Pour davantage d’informations se reporter a` [8].
II.3.3 Profil avec un param`tre de form
Comme on a pu le voir jusqu’a` pre´sent, ’hypothe`se d’un profil sim lai e est tre`s puissante, ne´an-
moins elle montre certaines limites. En particulier une telle approche ne permet pas d’obtenir un
profil d’e´coulement c mme observe´ expe´rimentalement : en effet avec un profil similaire il n’y a pas la
possibilite´ de mode´liser des recirculations comme on peut les observer dans un ressaut de type I (et a`
plus forte raison dans un ressaut de type II, voir Fig. I.11). Pour atteindr ce but il faut utiliser une
fonction f plus souple. La manie`re la plus simple de modifier la mode´lisation consiste a` ajouter un
parame`tre de forme λ(r) dont de´pendrait la fonction f = f(η, λ(r)) 22. Cette approche est a` rappro-
cher des techniques usuelles de´veloppe´es par Ka´rma´n et Pohlhausen pour de´crire le de´veloppement
des couches limites. On s’attend, par analogie avec ce type de mode`le, a` obtenir un de´collement de
couche limite en raison du gradient de pression hydrostatique adverse. Ce de´collement est susceptible
de mode´liser la recirculation, au voisinage du ressaut. Ainsi pour ame´liorer le profil parabolique on
22. Pour me´moire la de´finition de f devient donc u(r, z) = v(r)f(η, λ(r))
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propose :
u(r, z)/v(r) = aη + bη2 + cη3,
ou` a, b, c sont des fonctions de r. L’utilisation de la conservation de la masse (II.51) et des conditions
aux limites (II.46) et (II.47) permet d’exprimer ces parame`tres en fonction d’un seul (que l’on nommera
λ), par exemple :
a = λ+ 3, b = −(5λ+ 3)/2, c = 4λ/3. (II.62)
On en de´duit :
G(λ) = 6/5− λ/15 + λ2/105. (II.63)
Nous avons donc deux inconnues : h(r) et λ(r), deux e´quations sont donc ne´cessaires. Bien suˆr
on utilisera l’e´quation moyenne´e de conservation de la quantite´ de mouvement (II.54). En suivant les
me´thodes de Ka´rma´n-Pohlhausen, on choisit comme deuxie`me e´quation l’e´quation (II.45) e´value´e en
z = 0 :
dh
dr
=
∂2u
∂z2
|z=0 . (II.64)
Ces deux e´quations peuvent eˆtre exprime´es en fonction de λ en utilisant (II.62) et (II.63) :
v
dG(λ)v
dr
= −dh
dr
− vλ+ 3
h2
,
dh
dr
= −v 5λ+ 3
h2
. (II.65)
Puis l’on peut simplifier et e´liminer v en utilisant la conservation du de´bit (II.51). On obtient ainsi,
apre`s calcul, un syste`me de deux e´quations diffe´rentielles pour h(r) et λ(r) :
dh
dr
= −5λ+ 3
rh3
,
dG
dλ
dλ
dr
=
4rλ
h
+G(λ)
h4 − (5λ+ 3)
rh4
. (II.66)
Cette e´quation peut ensuite eˆtre re´solue nume´riquement mais il est ne´cessaire d’imposer deux couples
(r1, h(r1)) et (r2, h(r2)) (de pre´fe´rence de part et d’autre du ressaut pour des raisons de stabilite´ de
l’inte´gration nume´rique). Aucun autre parame`tre ajustable n’est ne´cessaire pour de´terminer h(r) et
λ(r).
Cette inte´gration nume´rique permet d’observer un ressaut hydraulique (voir Fig. II.14) avec la
pre´sence d’une recirculation apre`s le ressaut (voir les deux dernie`res figures de Fig. II.14) mais n’estime
toujours pas la position du ressaut avec exactitude (on note une erreur de l’ordre de 10%). 23
Lorsque l’on augmente la hauteur exte´rieure dans ce mode`le on n’observe pas de transition d’un
ressaut de type I vers un type II avec l’apparition d’un deuxie`me vortex en surface du choc ( voir
Fig. I.11) contrairement a` ce que l’on observe expe´rimentalement. Le mode`le nume´rique pre´sente´
e´choue donc a` capter cette transition. 24
II.3.4 Approximation analytique des solutions de (II.66)
Bohr et al. se proposent d’approcher analytiquement les solutions de (II.66). Comme une seule
solution analytique ne peut eˆtre construite pour l’ensemble du proble`me, les auteurs de´coupent le
proble`me en trois zones : la zone interne (avant le choc : r et h petits), la zone externe (apre`s le choc :
r grand et v petit) et la zone du choc.
23. L’un des avantages de ce mode`le est d’avoir des e´quations re´gulie`res, y compris au niveau du choc (on e´vite la
“condition de choc”).
24. Cet e´chec du mode`le s’explique facilement par le mode`le meˆme, en effet un tel vortex a, de fait, une vitesse de
surface ne´gative. Or la vitesse de surface donne´e par (II.62) ne peut eˆtre que positive comme de´taille´ dans [113]...
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Figure 4. (a) Two surface height profiles of type I flow, taken from the experiment in figure 2
are shown as the dot-dashed curves. Numerical solutions of the model (2.25) are shown as solid
curves, and show reasonable agreement. To obtain each of the numerical solutions, h values
were read from the experimental data at r = 11.8mm and r = 30.0mm, then a boundary value
problem was solved by the shooting method. The thick dashed curve represents an analytical
approximation of the solutions before the jump, described in § 2.8.1. The formulae (2.30) and
(2.31) show good agreement with one fitting parameter. (b) The computed shape parameter
λ(r), characterizing the velocity profiles, corresponding to the two numerical solutions in
(a). The flow is separated behind the jump where λ < −3, and approaches the parabolic
profile λ = 0 as r increases. Again, the dashed curve is an analytical approximation. (c) Two
trajectories of (2.25) are shown in the (h, λ)-plane. They correspond to solid curves in (a)
and (b).
is extended to r < r1 and to r > r2 by integrating (2.26) backwards from r1 and
forwards from r2, respectively. Integrations in these directions are stable.
Figure 4(a) shows two solutions of such a boundary value problem. They correspond
to the two type I solutions in figure 2, reproduced here as dot-dashed curves.
From each curve the boundary data are taken at r˜1 = 11.8mm (corresponding
to dimensionless value r1 = 0.42) and r˜2 = 30.0mm (r2 = 1.07). The computed
solutions h(r) corresponding to the data are shown as solid curves. Each curve shows
a gradual decrease for small r˜ as r˜ increases, reaches a minimum at some r˜ ≈ 15mm,
and then undergoes a sharp jump at r˜ ≈ 22–23mm, and a slow decay after the jump.
The location of the jump is about 10% different in each case, and the slope behind
the jump is noticeably different. However, the qualitative behaviour is captured well
by the simple model. Figure 4(b) shows the shape parameter λ. The velocity profile
changes suddenly almost simultaneously with the rapid increase of the surface height,
and a region where λ < −3, corresponding to separation, is observed in each case.
(If the downstream height is further reduced, however, the shape parameter λ does
not reach λ = −3, and there is no separated region. Thus, our model predicts that a
(weaker) jump without an eddy is possible. The flow near the bottom still decelerates
just after the jump.) The parameter λ(r) recovers and appears to converge to λ = 0
(the parabolic profile) as r becomes large. We emphasize again that the equations
remain perfectly regular around the separation points.
The flow structure is more directly shown in figure 5, where the u-velocity profiles
are computed from λ at equidistant locations in r . Since magnitudes of the velocity
vary considerably between small and large r , the profiles are scaled by the average
velocity, so that the profiles of u(r, z)/v(r) are shown. The stream function ψ is
computed from the definition u = ψz/r , w = −ψr/r . The dimensionless stream
function varies from ψ = 0 on z = 0 to ψ = 1 on z = h. Inside the separated region
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Figure 5. Visualization of the type I flow pattern based on the computed shape parameter
λ(r) from the model. The velocity profiles at equidistant locations in r are the horizontal
component u, thus they are not tangential to the streamlines. Since magnitudes of the velocity
vary greatly between small and large r , the profiles of u(r, z)/v(r) are shown. The streamlines
separate zones which carry 10% of the flow rate. A separation bubble is present in the range
of r where λ < −3. Note the difference in the scales for the axes. The parameters differ from
those of figure 4. They are: Q = 33 ml s−1 and ν = 1.4 × 10−5 m2 s−1, corresponding to
r∗ = 2.5 cm, z∗ = 1.7mm, and u∗ = 16 cm s−1.
ψ < 0. The contours at ψ = −0.1, 0, 0.1 . . . , 1 are shown in the figure: that is, a
region between two neighbouring contour curves carries 10% of the mass flux.
The surface velocity U predicted from the model is shown in figure 6. The
parameters are as in figure 5. The model again misses the location of the jump by
about 20%, so measurements and the curve from the model are offset, but qualitative
features are well reproduc d. The velocity outside the jump is small and decays like
U ∝ 1/r , as n be seen from the log–log plot in the inset. This is onsistent with
an almost constant h and a nearly parabolic velocity profile, which we analytically
demonstrate in the next section. On the other hand, the surface velocity decreases
almost linearly before the jump. This region is harder to explain intuitively, but an
analytical approximation is also obtained in the next section. At the jump a rapid,
cusp-like drop in the velocity is noticed.
Finally, w iscuss th dependence of the solutions on the external heig t hext. Both
in experiments and in the mo el the height inside the jump is little affected by the
change in the external boundary condition h2(r2). The numerical solutions as well as
the measured surface profiles in figure 4(a, b) apparently overlap in the interior to the
jump. Of course, the two solutions must correspond to different trajectories of the
model (2.25) and cannot collapse exactly onto a single curve. However, the closeness
of the solution curves in the interior of the jump is the cause of the difficulty of
solving the initial value problem starting f om a small r .
If the external height is further increased, transition from type I to II is observed
in the experiment, as illustrated in figure 2 and figure 3. Unfortunately, no such
transition is reproduced in the model when h2 is increased. Instead, one finds a
computed solution of the model similar to the ones in figure 4 even for a much
Figure II.14 – (a) Deux profils de hauteurs (ressauts de type I) obtenus expe´rimentalement
(lignes fines pointille´es) sont compare´s aux solutions nume´riques (lignes continues) de (II.66).
Les parame`tres d’entre´e sont deux points des profils expe´rimentaux (ici pris a` r = 11.8 mm
et r = 30 mm). Comme on peut le voir, l’accord est qualitativement correct mais dem u e
quantitativement faible. La ligne pointille´e e´paisse correspond a` la solution analytique approche´e
dans la zone interne (i.e. l’e´quation (II.68)). Comme on le voit l’approximation semble correcte.
(b) Visualisation des lignes de courants d’un ressaut de type I base´ sur la re´solution nume´rique
des e´quations (II.66). La figure la plus haute correspond a` un profil “global” tandis que la plus
basse est grossie autour du choc. Les profils de vitesses espace´s re´gulie`rement sur l’axe horizontal
correspondent a` la composante horizontale u, cela explique pourquoi ils ne sont pas tangents aux
lignes de coura t. Les vitesses variant brutalement le long de l’axe, les valeurs de u sont toutes
adimensionne´es par v la vite se moyenne a` la position donne´e. Comme on peut le co stater, la
recirculation apre`s le ressaut st bien c pte´e par le mode`le. Pour davantage d’informations se
reporter a` [113].
II.3.4.1 Zone inte ne (avant le ch c)
Dans la zone interne on peut conside´rer que r est petit et que h est petit par rapport au cas e la
zone externe. On appelle Θ un rayon typique t on le traite comme un parame`tre peti en utilisant le
changement de variable :
h = Θα H , r = Θ R, v = Θ−1−α V . (II.67)
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La re´solution des e´quations (II.66) impose α = 2. Les solutions approche´es pour la zone interne sont
alors donne´es par : H = C1/R + 4R2/(5G(−3/5)),λ = −3/5 + h4/5− 105r2h3/272, (II.68)
ou` C1 est une constante d’inte´gration
25. On retrouve donc pour H , aux coefficients pre`s, une expres-
sion similaire a` celle de h(r) pour r3  l3 obtenue dans le cadre de la the´orie de Watson (voir (II.21)).
La solution (II.68) est teste´e dans la figure Fig. II.14 et est compare´e a` la situation expe´rimentale
et a` la solution obtenue par inte´gration nume´rique de (II.66). La solution analytique (II.68) semble
donc tout a` fait justifie´e et confondue avec les points expe´rimentaux et la solution nume´rique.
On en de´duit donc que l’ajout de la pression hydrostatique dans la zone interne propose´ par Bohr
et al. (par rapport aux e´quations de base de Watson) peut aise´ment eˆtre ne´glige´ au premier ordre
dans la zone interne, mais e´galement qu’un profil de vitesse auto-similaire est parfaitement adapte´
pour de´crire cette zone interne.
II.3.4.2 Zone externe (apre`s le choc)
Conside´rons maintenant les solutions de (II.66) pour les grands r. Une fois encore nous introduisons
un rayon typique θ qui sera, cette fois, conside´re´ comme un parame`tre grand. En supposant, en plus,
que la hauteur est d’ordre 1, le changement de variable s’e´crit :
h =H , r = θ R, v = θ−1 V . (II.69)
Les solutions approche´es des e´quations (II.66) pour la zone externe seront donc :H = (12 ln(Rend/R))
1/4
,
λ = 310r2
(
3
h3 − h
)
,
(II.70)
ou` Rend est une constante d’inte´gration repre´sentant le rayon pour lequel la hauteur s’annule. 26 Cette
solution asymptotique a exactement la meˆme forme que celle propose´e par Bohr et al. dans un article
pre´ce´dent et pre´sente´e plus haut (obtenue via l’e´quation (II.59)). 27
II.3.4.3 Zone du choc : conservation de la quantite´ de mouvement.
Pour terminer cette e´tude on s’inte´resse maintenant a` la zone du ressaut proprement dit. Jusqu’a`
pre´sent, dans les mode`les analytiques, la condition de choc a toujours e´te´ de type Be´langer (II.33)
c’est-a`-dire d’e´paisseur nulle et donc sans friction. On se propose ici de ge´ne´raliser cette approche a`
une situation continue. Pour ce faire on utilise les e´quations (II.65) dans lesquelles on introduit un
parame`tre formel β dans le terme de gauche de la seconde e´quation :
v
dG(λ)v
dr
= −dh
dr
− vλ+ 3
h2
, β
dh
dr
= −v 5λ+ 3
h2
, (II.71)
ainsi le parame`tre β controˆle l’influence de la pression hydrostatique et le profil de vitesse. Bien suˆr,
le seul cas physique valable correspond a` β = 1 et les e´quations se simplifient ensuite en (II.66). Ne´an-
moins, ce cas de figure ne peut eˆtre re´solu analytiquement. Les auteurs se proposent donc d’obtenir
25. C1 peut eˆtre identifie´ comme valant 0,25 en comparant avec les expe´riences.
26. La difficulte´ avec cette e´criture est que le rayon Rend ne peut eˆtre connu pre´cise´ment car non physique.
27. Nous verrons plus loin que ce type de solution peut eˆtre retrouve´ tre`s simplement par un calcul de type “lubrifi-
cation” en e´quilibrant frottements visqueux et pression hydrostatique pour un profil d’e´coulement parabolique.
II.3. LA THE´ORIE DE BOHR 59
une solution approche´e dans le cas ou` β → 0 c’est-a`-dire dans un cas ou` il y a peu d’influence de la
pression hydrostatique sur le champ de vitesse. Bien entendu si on a strictement β = 0 on retrouve la
condition de choc classique de Be´langer.
Si l’on nomme r = r0 la position du choc et que l’on conside`re une re´gion de petite taille β autour
de ce choc, on peut faire le changement d’e´chelle r = r0 + βX . Apre`s calcul on obtient a` partir de la
conservation de la quantite´ de mouvement :
h2
h1
=
1
2
−1 +
√
1 + 8
(
hc
h1
)3 = 2
−1 +
√
1 + 8
(
hc
h2
)3−1 . (II.72)
avec h1 de´fini comme la limite de h lorsque X → −∞ (ce qui correspond, de fait, a` la hauteur avant
le choc) et h2 de´fini comme la limite lorsque X → +∞ (autrement dit la hauteur apre`s le choc). hc
est de´fini comme hc = (G(−3/5)/r20)1/3. Cette e´quation fournit donc une alternative raisonnable a` la
condition traditionnelle de choc.
En Fig. II.15 cette solution asymptotique est compare´e au re´sultat de l’inte´gration nume´rique
de (II.66). Pour ce faire, les hauteurs h1 et h2 sont conside´re´es comme parame`tres ajustables, elles
permettent de de´terminer r0. Ensuite la donne´e d’un point “a` l’inte´rieur” du ressaut permet d’inte´grer
l’e´quation diffe´rentielle en h obtenu a` partir de (II.71), les autres valeurs de´coulants du mode`le.
Comme on peut le constater le re´sultat est e´tonnamment bon, en particulier au niveau du choc on
peut constater que l’hypothe`se β → 0 (au lieu de β = 1 dans le mode`le nume´rique) ne perturbe pas
trop le re´sultat. Il est a` noter que les e´quations (II.71) suffisent a` de´crire la formation du vortex dans
la re´gion du choc. Integral methods for shallow free-surface flows 251
20 24 28 32
2
1
–6
–4
–2
Separation
r (mm)
h (mm)
λ
Figure 7. Comparison between the full numerical solution of (2.25), the same two solutions
as in figure 4 shown as solid curves, and solutions of the asymptotic equation (2.39), shown
as dashed curves. Even though the asymptotic analysis assumes β → 0, the solutions compare
fairly well with the full numerics corresponding to β = 1. The asymptotic analysis connects
the model (2.25) with the Rayleigh shock condition. See text.
and h2 with respect to the governing equation (2.39) for h. (Of course, this stability
analysis is to study existence of stationary solutions, and not to study the stability of
such solutions in the time-dependent theory.) Linearizing (2.39) around the uniform
solutions hi (where i = 1, 2), we obtain an equation for the perturbation δhi in
the height: d(δhi)/dX = Kiδhi where Ki = 2625r0{2h3c + h1(h21 − 3h2i )}/(82h3i h1). If
h1 < hc < h2, then K1 > 0 > K2, showing that the fixed point h = h1 is unstable
and h = h2 stable. A trajectory departing from h1 at X = −∞ and arriving at h2
at X = +∞ is not prohibited, and we can indeed find such a trajectory, shown in
figure 7. In contrast, if h1 > hc > h2, then the stability of the fixed points is reversed,
and there is no trajectory going from h1 to h2.
When h1 < hc < h2 so that such a trajectory exists, the departure from h1 is
generally rapid, giving an impression of a ‘sharp corner’ at the beginning of the jump,
and the arrival at h2 is much smoother, as shown in figure 7. This is because the
magnitude of the stability coefficient K1 is large compared to that of K2. The feature
is most pronounced when h1 is small (so h2 is large). It vanishes as (h2 − h1) → 0
when K1 and K2 both tend to zero.
In figure 7 we compare solutions of (2.39) with the two solutions of the full
numerical solution of (2.25) shown in figure 4. The jump region is enlarged. Solutions
of (2.39), shown as solid curves, are computed by fitting the values for h1 and h2, and
solving the equation using r0 obtained from (2.40). We chose an initial condition to
be somewhere inside the jump, and integrated (2.39) forwards and backwards from
it. Since (2.39) has a translational invariance with respect to X, the initial condition
fixes the location of the jump without affecting the shapes of h or λ. The analysis
assuming β → 0 performs surprisingly well against the numerical solution for β = 1.
The size of the jump region is now of order β , i.e. unity, and the internal structure
is non-trivial. The single ordinary equation (2.39) is capable of describing the eddy
formation in this region.
Figure II.15 – Comparaison entre le mode`le entie`rement nume´rique (II.66) (les deux solutions
de´ja` pre´sente´es en Fig. II.14 (haut)) en lignes solides et les solutions de l’e´quation asymptotique
obtenue a` partir de (II.71) (en lignes hachure´es). Bien que dans la solution asymptotique on
ait suppose´ β → 0, la solution se compare tre`s bien avec la solution entie`rement nume´rique ou`
β = 1. Pour davantage d’informations se reporter a` [113].
II.3.5 Conclusion sur la the´orie de Bohr
Comme on a pu le voir, la the´orie de´veloppe´e par Bohr et al. ne fournit pas de loi analytique simple
permettant de pre´dire exactement le rayon du ressaut et ne´cessite syste´matiquement la connaissance
de points expe´rimentaux du profil de hauteur pour permettre une inte´gration nume´rique des e´qua-
tions propose´es. Pour autant, contrairement a` la the´orie de Wa son, Bohr et al. propose un proble`me
ferme´ avec une solution pour les profils inte´rieurs et exte´rieurs. En outre, il propose une loi d’e´chelle
simple pour le rayon du ressaut qui permet d’anticiper de manie`re raisonnable l’influence du de´bit,
de la viscosite´ (mais clairement pas de la gravite´ puisque si la gravite´ diminue, les effets de la tension
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de surface deviennent importants). Par ailleurs un mode`le nume´rique permet d’anticiper la pre´sence
d’une zone de recirculation apre`s le ressaut.
Graˆce a` ces travaux, on peut ve´rifier la validite´ de certaines approximations couramment admises,
en particulier il apparaˆıt clairement que dans la zone interne la pression hydrostatique peut effec-
tivement eˆtre ne´glige´e. En outre, les estimations propose´es pour de´crire le profil exte´rieur laissent
pre´sager qu’un mode`le simple ne´gligeant l’inertie peut eˆtre trouve´. Ceci sera utilise´ dans notre propre
description de la zone externe.
II.4 Mode`les alternatifs
Dans cette partie nous pre´sentons un certain nombre de mode`les alternatifs ou comple´mentaires
aux deux mode`les pre´ce´dents. Le lecteur presse´ peut sans proble`me passer les quelques paragraphes
suivants, les e´le´ments the´oriques ne´cessaires a` la compre´hensions du travail original pre´sente´ dans ce
me´moire ayant e´te´ de´veloppe´s pre´ce´demment 28. L’ide´e n’est pas de de´crire de manie`re exhaustive
les diffe´rentes the´ories mais de de´gager en quelques paragraphes les principaux apports et les dif-
fe´rentes approches de´veloppe´es par chacun. Ces diffe´rentes approches seront pre´sente´es de manie`re
chronologique.
II.4.1 Approche de Godwin
Dans un article [49] contemporain du premier article de Bohr et al. , Godwin suppose que la
position du ressaut peut eˆtre, en premie`re approximation, de´termine´e par le rayon ou` la couche limite
envahit entie`rement l’e´paisseur de liquide. C’est-a`-dire lorsque l’e´paisseur de la couche limite (donne´e
par δ ∼ (νa/u0) 12 avec u0 la vitesse moyenne du liquide en sortie de buse et a le rayon de la buse)
atteint la hauteur de liquide attendue dans le cas d’un fluide parfait (h = a
2
2r ). Si l’on suppose que
RJ est donne´ par le rayon ou` la couche limite envahit l’e´paisseur du film mince on aboutit aux lois
d’e´chelles suivantes : RJ ∼ Q
1
3 ν−
1
3 a
2
3 ,
hJ ∼ Q− 13 ν 13 a 43 ,
(II.73)
ou` hJ est la hauteur de liquide avant le choc et a le rayon de la buse. Godwin propose ensuite de
calculer la valeur de HJ (la hauteur de liquide apre`s le choc) en utilisant une condition de choc de
type Be´langer (I.1).
Meˆme si comme nous le verrons plus loin l’exposant de Q dans la loi de puissance de RJ ne
correspond pas aux coefficients mesure´s, cette approche a toutefois le me´rite de proposer une loi
d’e´chelle a` partir d’un calcul simple incluant les e´le´ments physiques du phe´nome`ne de ressaut.
II.4.2 Approche de Higuera
II.4.2.1 Ressaut a` deux dimensions
Toujours dans la meˆme pe´riode, Higuera re´alise la premie`re simulation nume´rique re´ussie du res-
saut hydraulique [56]. Dans ce travail le ressaut hydraulique est stationnaire et en deux dimensions
sur une plaque de dimensions finies. Higuera utilise donc les e´quations (II.44), (II.45), (II.46), (II.47)
et (II.48) 29 couple´es a` une condition limite au bord de la paroi : le fait que l’acce´le´ration de la couche
28. On pourra toutefois se reporter a` la conclusion de la revue bibliographique II.5
29. C’est-a`-dire les e´quations propose´es par Bohr pour mode´liser la couche limite en coordonne´es carte´siennes.
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limite diverge au niveau du bord de la paroi. Higuera a aussi e´tudie´ l’influence de la tension de surface.
Ces simulations nume´riques, si elles ne sont pas comparables aux expe´riences (la premie`re raison
e´tant le fait que l’on se place dans une ge´ome´trie diffe´rente de celles existantes expe´rimentalement)
apporte pour autant un certain nombre d’enseignements ge´ne´raux.
(i) Une fois de plus on retrouve le fait que dans la zone interne la pression hydrostatique est ne´gli-
geable et que la description de Watson semble tout a` fait convenable.
(ii) Il n’y a pas besoin de the´orie de choc (ondulatoire ou autre) pour faire apparaˆıtre un ressaut. 30
(iii) On fait apparaˆıtre naturellement un ressaut de type I avec une zone de recirculation apre`s le
choc (dont la taille varie avec la tension de surface).
Par ailleurs il observe l’apparition soudaine d’un vortex a` la surface du ressaut pour certaines
conditions de de´bit et de pression hydrostatique. On ne peut bien suˆr pas parler de ressaut de type
II car il n’y a plus de vortex de recirculation au niveau de la surface solide 31. Deux de ces solutions
sont propose´es en Fig. II.16.
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FIGURE 8. Streamlines of the flow for S = 1.04, T = 1.412 x and Re-' = 1.2 x 
The inlet conditions are (5) with h, = 0.2125. 
fluid flowing underneath (see figure 8). Locally, this solution resembles the singularity 
predicted by Smith (1977), and the numerical results are probably meaningless in the 
region of strong convergence. Interestingly, the numerical computation does not fail 
completely when Re-' is increased above the value leading to the first appearance of 
the roller, which possibly has to do with the fact that the singularity is never completely 
realized in the present flow, because its existence depends on a continuous decrease of 
the depth leading to a continuous decrease of the pressure, whereas such a decrease of 
depth is arrested here by the recirculating fluid in the roller falling onto the incoming 
flow. It was kindly pointed out by a referee that the boundary-layer approximation 
need not fail locally under these conditions. While this issue remains undecided, further 
computations with refined grids, aimed at fully resolving the structure of the boundary 
layer, suggest that the region of influence of the roller's tip shrinks when the pitch of 
the grid is decreased, and its effect seems too weak to bring the solution out of the 
singularity. Note also that a steady roller with a hydrostatic or quasi-hydrostatic 
pressure distribution can only exist if its size is sufficiently large to have regions of 
positive and negative shear stress at its bottom surface, which must balance each other, 
because the net horizontal pressure force acting on the bubble is zero or negligible. 
Obviously, solutions like the one in figure 8 cannot be accepted without reservation, 
but, on the other hand, the flow depicted in this figure has the correct general 
appearance of many hydraulic jumps, so that the numerical solution might still be 
capturing part of the reality. If these results are accepted as a qualitative guide, an 
asymptotic structure can be constructed for this kind of jump in the limit S- t  co. An 
order-of-magnitude analysis, proceeding along the lines of 84, leads to values of the 
length of the jump and the depth of the liquid at its downstream side of orders A 2  = 
O(S;$) and h", = O(S;$) (the tilde variables and S, are defined in the first paragraph of 
94), while the main features of the asymptotic structure are as follow: the high-Froude- 
number flow crossing under the toe of the jump forms a wall jet whose thickness and 
mass flux are proportional to 2; and 2i, respectively (Glauert 1956). Since this jet ingests 
fluid from the overhead roller, where the Bernoulli constant is uniform, O(S, h"J ,  
the depth of the roller must be of order 2:/(SiL2) in its fore part, until the velocities 
of the fluid in the jet and in the roller become finally comparable for 2 = O(S;t), which 
corresponds to the bulk of the roller. The flow separates from the plate in the rear part 
of the jump, leading to a secondary recirculation bubble already hinted at by the strong 
divergence of the streamlines in figure 8 and actually realized in other computations. 
The terminal structure of the secondary bubble is like the one described in 94. 
I am grateful to Professors A. Lifi6n and J. M. Vega for many enlightening 
discussions. This work was partially supported by the Spanish DGICYT under grants 
ESP 187/90 and PB92-1075. 
Figure II.16 – Deux exemples de profils obtenus par simulation nume´rique. Le premier (en
haut) sans tension de surface et le second (en bas) avec tension de surface. Comme on peut le
voir le ressaut hydraulique apparaˆıt spontane´ment. Par ailleurs dans le premier cas on observe
spontane´ment l’apparition d’une zone de recirculation apre`s le choc. Dans le second cas on
observe une recirculation en surface qui approche le profil d’un ressaut de type II bien que la
zone de recirculation au contact de la surface solide ait disparue. Pour davantage d’informations
se reporter a` [56].
En outre, cet article s’attache a` de´crire en de´tail ce qu’il se passe a` l’inte´rieur du choc. S’appuyant
sur des articles de Smith et al. [45, 11] il de´taille ainsi trois zones :
(i) Une zone de cisaillement en su face.
(ii) Une zone inviscide effective qui correspond au liquide ayant une vitesse ne´gative en raison de
la pression hydrostatique plus importante en aval.
(iii) Une sous couche limite visqueuse au contact de la surface solide (et donc logiquement de vitesse
inverse au sens moyen du courant) qui t due aux effet visqueux sur la couche de recirculation plus
haut (voir Fig. II.17).
30. Ce re´sultat fut ensuite montre´ plus tard par Bohr et al. . On obtient un ressaut sans condition de choc a` partir
de l’inte´gration de (II.66).
31. Cette solution peut bien suˆr eˆtre due a` des effets nume´riques car il s’agit rappelons-le de simulations.
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ON HYPERSONIC SELF-INDUCED SEPARATION 83
UdU/dX is neglected if U < 0, from "Reyhner and Fl&gge-Lotz 1968) and extended
backward differencing (where UdU/dX is evaluated from U values at X, X — AX,
A-2AX, X-3AX if U < 0, from Gpstra, If78). Neither of these is really
satisfactory, the first because it changes trie goveTfiing equations, the second because
it cannot suppress the reversed direction of influence for very small steplengths, and
indeed a forward-backward marching or windward differencing procedure would
seem best suited at present—but of course a consistent boundary condition
downstream was not known at the outset of this study. Our major aim was to deduce
that downstream boundary condition, i.e. the ultimate form of the free interaction,
and so we hoped that, as so often, the forward-marching approaches would give a
good guide there.
The results are presented in Fig. 2, previous solutions being given by Brown et al
(1975) over a smaller range of X. Upstream the trend of (2.2) is observed
satisfactorily, regular separation then occurs (T = dU/dY, (X, 0) -» 0), at X = 0 say,
and beyond that the pressure P and hence the displacement — A continue to increase
and T continues to decrease. There is as yet no hint of a minimum in x being reached
and P shows no sign of approaching a plateau value, in contrast with the usual
developments in free interactions. The numerical trends, especially for P, led to the
account below of the rather unusual nature of the solution far downstream.
§5. The ultimate form far downstream. For X -» oo suppose that
P ~ P,Zm, (5.1)
0(Xl
inviscid
pressure-free
(n) <J reversed
(iii)
viscous
algebraic
reversed
Fig. 3(a) The proposed ultimate structure (i)-(iii) as X -* oo: see §5.
Figure II.17 – Sche´ma emprunte´ a` la re´fe´rence [45]. Les trois zones sont ainsi repre´sente´es :
zone de cisaillement (i), zone invicide de recirculation (ii) et couche limite visqueuse au niveau
de la paroi (iii). Pour davantage d’informations se reporter a` [56].
II.4.2.2 Ressaut circulaire
C’est aussi a` partir des travaux de Smith et al. [45, 11] que Higuera propose dans un article plus
re´cent une description en ordre de grandeur du ressaut circulaire hydraulique [57].
(i) La zone interne peut eˆtre mode´lise´e par la the´orie de Watson.
(ii) Higuera se propose de de´crire le profil exte´rieur par un e´quilibre entre pression hydrostatique
et frottements visqueux qui donne :
H(r) =
[
H4∞ +
6
pi
νQ
g
ln
(
R∞
r
)] 1
4
, (II.74)
ou` R∞ et H∞ sont respectivement le rayon de la plaque et la hauteur de liquide au bord de la plaque.
(iii) Pour traiter le choc il s’inte´resse a` la structure fine (que nous avons de´veloppe´e plus haut et
illustre´e en Fig. II.17). Il mode´lise la zone de cisaillement comme un jet liquide (jaillissant d’une fente
circulaire infiniment fine de rayon r proche de RJ et correspondant au de´but du ressaut) he´ritant de
l’ensemble de la quantite´ de mouvement incidente. Il suppose un e´coulement auto-similaire a` ce jet
purement visqueux qui, peu a` peu, s’e´largit proportionnellement a` r 32. Plus en aval l’e´paisseur du jet
va continuer a` croˆıtre jusqu’a` atteindre une e´paisseur et une ve´locite´ comparable a` celles de la zone
de recirculation (ii). Dans ces conditions, le jet va devenir sensible a` la gravite´ et fermer la zone de
recirculation. On peut facilement estimer la position (en ordre de grandeur) ou` le jet devient sensible a`
la gravite´ et ferme la zone de recirculation. On estime ainsi l’e´paisseur du fluide H2 et le rayon auquel
cela se produit R2 : H2 = O
(
R
− 23
J g
− 13 (Q/2pi)
2
3
)
,
R2 = O
(
R
− 53
J ν
−1g−
1
3 (Q/2pi)
5
3
)
,
(II.75)
ou` RJ est le rayon du ressaut.
Si l’on couple ce profil de hauteur (II.74) a` l’e´quation sur la hauteur obtenue pre´ce´demment (II.75)
en faisant une hypothe`se de choc infiniment fin (c’est-a`-dire que h2 correspond a` la hauteur juste
32. Ce type de jet (de type Bickley) est de´crit dans l’ouvrage de Batchelor [4] aux pages 343-346.
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apre`s le choc en r = RJ), on aboutit a` une loi d’e´chelle pour le rayon du ressaut hydraulique. L’auteur
conside`re alors que H4∞  6pi νQg ln
(
R∞
R
)
. Il aboutit alors a` la loi d’e´chelle :
Q ∼ √g2piRJ(H4∞)3/8. (II.76)
Dans son article Higuera arrive a` cette loi d’e´chelle en conside´rant que H∞ est tre`s grand devant
l’autre terme du profil d’e´paisseur. Nous verrons plus loin que cette approximation est tre`s discutable
mais que la loi d’e´chelle a` laquelle on aboutit, a` partir des e´quations e´crites pre´ce´demment, en prenant
en compte tous les termes du profil de hauteur est, elle, en excellent accord avec nos expe´riences.
II.4.3 Travaux de Rao et Arakeri
Dans leurs travaux Rao et al. [90] proposent une approche base´e sur le calcul nume´rique d’inte´-
grales pour mode´liser le ressaut 33. Ils se proposent de traiter le proble`me en reprenant les e´quations
de´veloppe´es par Bohr et al. [8] :
∂(ru)
∂r
+
∂(rw)
∂z
= 0, (II.77)
u
∂u
∂r
+ w
∂u
∂z
= −g dh
dr
+ ν
∂2u
∂z2
, (II.78)
couple´es avec les conditions aux limites usuelles (non glissement aux parois, surface libre).
Suivant l’analyse de Watson [114] les auteurs conside`rent six zones distinctes :
(a) Une zone de stagnation dont les dimensions sont de l’ordre de grandeur du diame`tre du jet a.
(b) Une zone ou` la couche limite se de´veloppe.
(c) Une zone ou` la couche limite a entie`rement envahi l’e´paisseur du film liquide.
(d) La zone juste avant le ressaut ou` les effets de la gravite´ sont importants et ou` un gradient de
pression adverse est pre´sent.
(e) La zone du ressaut hydraulique (incluant la zone de recirculation).
(f) La re´gion aval.
Bien entendu, il arrive que certaines zones ne soient pas pre´sentes (par exemple pour des petits ressauts
on ne pourra pas observer de re´gion (c)). Le traitement de chacune des zones est un peu fastidieux
et peut s’ave´rer parfois difficile. Dans leur publication Rao et al. ne traitent en fait pas la zone (a) et
traitent en commun les zones (c) et (d).
II.4.3.1 La zone (b)
On suppose que cette zone est suffisamment petite pour que les effets de la gravite´ puissent eˆtre
ne´glige´s.
Dans cette zone (b), les auteurs proposent un profil de vitesse parabolique :
u
us
= f(η) = aη + bη2 + cη3, (II.79)
33. Leur approche se veut ge´ne´raliste : elle traite de trois cas : impact d’un jet sur une plaque horizontale, sur le
sommet d’un coˆne et sur une sphe`re. Nous nous concentrerons uniquement sur le cas horizontal.
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avec η = z/h. Les meˆmes e´quations donnant les meˆmes re´sultats, on arrive naturellement a` un re´sultat
similaire a` celui obtenu par Watson pour cette zone :
δ(x) = 4, 736a
(
xν
Q
) 1
2
, (II.80)
h(x) =
φ2
8x
+ 0, 375δ(x), (II.81)
avec φ le diame`tre de l’injecteur.
Cette zone sera valable jusqu’a` ce que h(x) = δ(x).
II.4.3.2 Les zones (c) et (d)
Dans cette zone on suppose a` nouveau un profil parabolique avec des coefficients susceptibles de
varier. Les conditions limites donnent alors :
a = 1, 5− b
2
; c = −0, 5− b
2
; b =
gzh(x)
2
2νus(x)
dh
dx
− gxh(x)
2
2νus(x)
. (II.82)
Les auteurs estiment que les e´quations ne sont plus valables apre`s le de´collement de la couche limite
(apre`s le de´but du vortex). Ils ajoutent donc une condition qui permet de de´terminer la position du
de´collement : ∂u∂z |z=0= 0 c’est-a`-dire une zone d’e´coulement sans contrainte de cisaillement au niveau
de la surface solide. Cela a pour effet de fixer les coefficients a` ce x donne´ : a, b et c valent respecti-
vement : 0, 3 et −2.
II.4.3.3 La zone externe (f)
Il apparaˆıt que les conditions au bord de la plaque ont une influence sur l’e´coulement dans le
cas ou` l’on a une zone sous-critique (i.e. s’il y a un ressaut). Ici les auteurs supposent que le liquide
s’e´coule librement au bord de la plaque. En supposant que le bord de plaque correspond a` un minimum
d’e´nergie : dEdh = 0, on peut de´terminer H∞ et ainsi boucler le proble`me.
II.4.3.4 Re´sultat de la mode´lisation
Les auteurs inte`grent ensuite nume´riquement l’e´quation donnant b et les e´quations de conservation
du de´bit (Q = 2pirhusI1 avec I1 =
∫ 1
0
fdη) et de conservation du moment cine´tique (II.78). Les
re´sultats nume´riques sont ensuite compare´s aux donne´es expe´rimentales. Si l’accord dans la zone
centrale (avant le ressaut) est tout a` fait correct 34, on constate que les simulations nume´riques e´chouent
a` obtenir la position du ressaut mais surtout a` de´crire de manie`re convenable l’exte´rieur du ressaut
(de l’aveu meˆme des auteurs). 35
L’enseignement que l’on peut tirer de cet article est la ne´cessite´ de de´crire avec acuite´ la zone aval
du ressaut et son profil d’e´paisseur qui semble eˆtre un parame`tre cle´ pour re´soudre le proble`me. 36
34. On ne s’en e´tonnera pas : il s’agit peu ou prou du mode`le de Watson.
35. Des simulations ont aussi e´te´ re´alise´es dans le cas d’un coˆne et d’une sphe`re mais elles n’ont pas e´te´ compare´es a`
des expe´riences.
36. Il n’aura pas e´chappe´ au lecteur attentif que l’approche de´veloppe´e dans cet article est tre`s proche de celle
de´veloppe´e poste´rieurement par Bohr et al. [113] (et de´taille´e pre´ce´demment dans le pre´sent manuscrit). Les e´quations
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II.4.4 Mode`le de Brechet et Ne´da
Brechet et al. [12], dans cet article a` destination des enseignants, e´tudient expe´rimentalement
et the´oriquement le ressaut hydraulique circulaire. Nous nous inte´resserons ici a` l’aspect the´orique.
Les auteurs proposent plusieurs descriptions simplifie´es du ressaut hydraulique : le ressaut en fluide
parfait, le mode`le de Godwin (en y ajoutant e´ventuellement un profil de hauteur plus complexe dans
la zone interne) et enfin l’approche pre´sente´e ici. Toutes ces approches (excepte´ le cas non visqueux)
aboutissent a` la meˆme loi d’e´chelle simple : RJ ∝ Q 13 ν−1/3 qui correspond a` la loi d’e´chelle propose´e
par Godwin (II.73). Le mode`le que nous de´taillons ici (propre a` Bre´chet et al. ) a pour vertu de
simplifier au maximum et de prendre en compte les diffe´rents e´le´ments physiques qui conduisent a`
la loi d’e´chelle. Les auteurs conside`rent, dans la zone interne, un profil de vitesse parabolique (demi
poiseuille) pour des rayons ou` la couche limite a entie`rement envahi l’e´paisseur de liquide :
v(r) = u(r, h)
(
2
z
h
−
( z
h
)2)
. (II.83)
Si l’on couple cette e´quation a` la conservation du de´bit (Q = 2pir
∫ h
0
u(r, z)dz) on obtient :
v(r, z) =
3Q
4pirh3
(2hz − z2). (II.84)
Afin de de´terminer le profil de hauteur on e´tudie la conservation de l’e´nergie sur une petite portion
r+dr et z+dz. Si l’on ne´glige la pression hydrostatique et les effets de la tension de surface dans cette
zone interne du ressaut, la dissipation d’e´nergie peut eˆtre exprime´e comme la dissipation associe´e a` la
viscosite´
d2Wd = 2piνρr
(
∂u
∂z
)2
dzdr, (II.85)
et la dissipation du flux d’e´nergie cine´tique. Le flux d’e´nergie cine´tique s’e´crit pour un e´le´ment de
volume :
dJ = piρrv(r, z)2v(r, z)dz. (II.86)
L’inte´gration de ces flux d’e´nergie par rapport a` z et l’e´criture de la conservation de l’e´nergie : dJdr +
dWd
dr = 0 conduit a` l’e´quation diffe´rentielle suivante :
h
r
(
h′
h
+
1
r
)
=
35piν
9Q
. (II.87)
Les solutions de cette e´quation diffe´rentielle sont de la forme :
h(r) =
35
27
piν
Q
r2 +
C
r
, (II.88)
ou` C est une constante d’inte´gration 37 38. Pour de´terminer C les auteurs conside`rent que le profil
(II.88) commence lorsque la couche limite a entie`rement envahi l’e´paisseur du film liquide. On peut
donc estimer que les fonctions δ(r) et h(r) et leurs de´rive´es se raccordent en r0. Si l’on suppose que
de de´part sont les meˆmes mais l’approche de Bohr est plus rigoureuse et conduit a` de meilleurs re´sultats. En particulier
Bohr ne traite pas les zones se´pare´ment ce qui permet de ne pas fixer de forme pour les coefficients a, b, et c. Cette plus
grande fle´xibilite´ ame`ne de bien meilleurs re´sultats.
37. On remarquera que l’on retrouve bien une solution proche de celle propose´e par Watson.
38. La constante C peut eˆtre de´termine´e en se ramenant au cas du fluide parfait vu pre´ce´demment car si ν = 0 alors
h(r) = C/r ce qui correspond a` l’e´quation (II.3) on aurait alors C = a2/2. On peut aussi faire le choix de laisser cette
constante libre et de la de´terminer par ailleurs. C’est le choix que de´fendent les auteurs.
66 CHAPITRE II. REVUE BIBLIOGRAPHIQUE
l’e´paisseur de la couche limite vaut environ : δ(r) =
√
νr
u0
=
√
νrpia2
Q on obtient le syste`me d’e´quation
suivant : δ(r0) =
√
νr0pia2
Q =
35
27
piν
Q r
2
0 +
C
r0
= h(r0),
dδ(r0)
dr =
1
2
√
νpia2
Qr0
= 7027
piν
Q r0 − Cr20 =
dh(r0)
dr .
(II.89)
Ce syste`me d’e´quations aboutit a` C = 27140a
2. Connaissant C nous connaissons maintenant le profil
de l’e´coulement. On se propose de rapprocher cet e´coulement de celui qu’on observe dans un canal
divergent. Sachant que dans un canal divergent des instabilite´s apparaissent naturellement pour un
nombre de Reynolds critique (Remax(θ) ou` θ est l’angle d’ouverture du canal), on peut supposer que
c’est ce type d’instabilite´ qui de´termine la position du ressaut. Dans le cas d’une ouverture de canal
faible (θ → 0) Remax = K/θ, ou` K est une constante de´pendante de la ge´ome´trie du canal, et donc le
seuil d’apparition devient :
Reθ = K.
Si l’on conside`re maintenant que l’apparition du ressaut se fait au niveau du seuil d’apparition et
que le Re et θ s’e´crive Re =
h
∫ h
0
u(r,z)dz
ν =
Q
2pirν ,
θ ≈ tanθ = dhdr = 7027 piνQ r − Cr2 ,
on arrive a` :
35
27
− 27
280pi
a2Q
R3Jν
= K. (II.90)
En re´unissant les constantes on aboutit logiquement a` la loi d’e´chelle :
RJ ∼ Q 13 ν− 13 a 23 . (II.91)
On retrouve donc la meˆme loi d’e´chelle que celle propose´e par Godwin bien qu’obtenue avec une
condition de choc diffe´rente (et plutoˆt discutable). 39
Remarque : Brechet et Ne´da n’y ont pas pense´, mais si l’on impose comme condition de choc Fr = 1
pour l’e´coulement dans la zone interne de´crit par (II.88) on retrouve la loi d’e´chelle propose´e par
Bohr : RJ ∼ Q 58 ν− 38 g− 18 . Le pre´facteur que l’on obtient alors n’est pas celui de Bohr et al. . De plus
cette approche repose sur une hypothe`se discutable puisqu’il n’existe pas de point pour lequel Fr = 1.
Comme on l’a vu au cours de l’introduction (en particulier par l’e´quation (I.5)) un Froude e´gal a` 1
est incompatible avec la pre´sence d’un choc.
II.4.5 Calculs de Kasimov
L’approche propose´e dans l’article de Kasimov [63] est inspire´e des approches de Watson, Bush
et al. et Bohr et al. , et base´e sur les e´quations de Saint-Venant lorsque le profil de l’e´coulement est
e´tabli (r3  l3). L’originalite´ de son approche consiste a` ajouter une fonction dans les e´quations qui
39. Attention toutefois la loi d’e´chelle que nous avons obtenu ici n’est pas celle e´crite litte´ralement dans l’article de
Brechet et al. En effet nous avons choisi d’e´crire u0 comme u0 = Q/pia2 (ce qui est parfaitement juste) tandis que les
auteurs utilisent la de´finition u0 =
√
2gd ou` d est la hauteur entre la plaque et la buse autrement dit la vitesse de´coulant
de l’e´nergie cine´tique acquise par la chute libre du liquide. Il convient de dire que le dispositif expe´rimental des auteurs
correspond a` un bac se vidant sous l’effet de la gravite´. Ne´anmoins en plus d’eˆtre moins ge´ne´raliste cette de´finition de
u0 est en soi discutable puisqu’elle ne´glige entie`rement la pression due a` la colonne de liquide dans le bac au dessus de
la buse.
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permet de tenir compte du caracte`re fini de la plaque et ainsi obtenir une solution plus naturelle pour
le profil exte´rieur. Cela donne pour les e´quations du proble`me :
∂(ru)
∂r
+
∂(rw)
∂z
= 0, (II.92)
u
∂u
∂r
+ w
∂u
∂z
= −g dh
dr
− gsb + ν ∂
2u
∂z2
, (II.93)
u = w = 0 en z = 0, (II.94)
∂u
∂z
= 0 en z = h(r), (II.95)
avec sb = db(r)/dr, pente de la plaque ou` b(r) de´crit la topographie du fond
40. Kasimov fait ensuite
le postulat d’un profil parabolique de vitesse (un demi-Poiseuille) u(r, z) = us(r)(2z/h− z2/h2) pour
l’ensemble du proble`me (zone interne et externe). Apre`s calculs et en utilisant la conservation du de´bit
(Q = 2pir
∫ h
0
u(r, z)dz) on arrive a` l’e´quation diffe´rentielle de´terminant le profil :
dh
dr
=
[
3Q2
10pi2g
1
h2r3
−
(
sb +
3Qν
2pig
1
h3r
)]/(
1− 3Q
2
10pi2g
1
h3r2
)
. (II.96)
Cette e´quation diffe´rentielle de´crit le profil de hauteur (et donc le profil de l’e´coulement) avant et
apre`s le choc. Seulement cette e´quation posse`de une singularite´, elle doit donc eˆtre comple´te´e par
une condition de choc qui permette de raccorder les solutions obtenues de part et d’autre de cette
singularite´ (c’est-a`-dire les solutions des profils interne et externe). Kasimov propose donc d’utiliser la
condition de choc propose´e par Bush et al. [13] et pre´sente´e pre´ce´demment dans l’e´quation (II.39) 41 :
g
H2J − h2J
2
+
γ
ρ
ζ
HJ − hJ
RJ
=
∫ hJ
0
u2Jdz −
∫ HJ
0
u2Jdz, (II.97)
ou` hJ et HJ sont respectivement les hauteurs avant et apre`s le ressaut, RJ le rayon du ressaut, γ la
tension de surface et ρ la densite´ de liquide. ζ correspond aux effets radiaux de la tension de surface
c’est-a`-dire aux effets de la tension de surface sur les courbures de la surface libre avant et apre`s le
mur (voir Fig. II.7 (ii)). D’apre`s Bush et al. on a ζ = 1 + (s−∆R)/(HJ −hJ). Cette e´quation fournit
donc une ge´ne´ralisation de la formule propose´e par Be´langer (I.1) :
HJ
hJ
=
1
2
(
1 +
2ζ
B
)[
−1 +
√
1 +
8F 21
(1 + 2ζ/B)2
]
, (II.98)
ou` F 21 = 3Q
2/(10pi2gR2Jh
3) est un nombre de Froude effectif de´fini juste en aval du ressaut et B =
ρghJRJ/γ. Il s’agit donc de la relation de passage de´rive´e de Be´langer ou` l’on tient compte de tous
les effets de la tension de surface (y compris ceux dus a` l’e´paisseur de choc) et ou` l’on suppose des
profils paraboliques en entre´e et en sortie.
Ainsi, si l’on connaˆıt un point dans la zone interne et un point dans la zone externe, on peut
boucler le syste`me en inte´grant nume´riquement de part et d’autre l’e´quation (II.96) a` partir de deux
points du profil.
II.4.5.1 De´termination de deux points de profil de part et d’autre du choc
L’auteur suppose l’existence d’un point r0 tel que r0 soit le point ou` la couche limite envahit en-
tie`rement l’e´paisseur de la zone interne. Il de´cide arbitrairement (et pour tout dire de manie`re un peu
40. Autrement dit pour un jet impactant verticalement un disque horizontal on aura b(r) constant (et donc sb(r) = 0)
pour r < R∞ et une variation importante pour r > R∞.
41. Dans ce cas Kasimov tient compte des termes ne´glige´s pre´ce´demment par Bush et al. :Fc = −2piγ(s−∆R), pour
plus d’informations revoir la sous section II.2.4
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cavalie`re) que r0 = 1, 2a, on a donc h0 = 3Q/(4piu0r0).
Pour de´terminer le profil exte´rieur il faut donc trouver un point connu. On se propose de le de´ter-
miner en analysant les points critiques de (II.96).
Mathe´matiquement l’ajout de sb permet a` l’e´quation diffe´rentielle (II.96) d’avoir plusieurs points
critiques. En particulier, en plus du point critique spiral observe´ par Bohr et al. [8] au niveau du
ressaut, il y a un autre point critique au niveau du bord de la plaque. On e´limine ainsi le manque
d’e´tats asymptotiques constate´ par Bohr et al.
Si l’on choisit maintenant une fonction sb nulle jusqu’a` r = R∞ le bord de la plaque et qui chute
tre`s brutalement pour r > R∞ 42 on obtient alors deux points critiques : rc1 qui est un point cri-
tique spiral et donc signature d’une discontinuite´ (on le remplace donc par la condition de choc) et
rc2 ≈ R∞ qui est un point critique selle et donc stable. On en de´duit donc le point du profil exte´rieur
(rc2;h(rc2)) = (R∞;
(
3
10pi2
)1/3
Q2/3g−1/3R−2/3∞ ). Cela revient donc a` de´montrer mathe´matiquement
l’hypothe`se propose´e par Bohr et al. de fixer la singularite´ en bord de plaque. En outre Kasimov pro-
pose une e´paisseur de liquide non nulle en ce point (dans le cas de Bohr et al. on avait une e´paisseur
nulle au niveau de la singularite´). Cela permet donc de s’approcher d’une situation plus “re´elle” en
bord de plaque.
II.4.5.2 Conclusion sur le mode`le
Ainsi muni du point (r0, h0) et du point (rc2;h(rc2)) ainsi que de l’e´quation (II.96) et de la condition
de choc (II.98), on peut maintenant inte´grer des deux coˆte´s du ressaut et obtenir RJ en trouvant
l’unique racine de (II.98). Apre`s calcul nume´rique Kasimov aboutit au fait que RJ ∼ Qp sur une large
gamme de de´bits avec p proche de 0.625 (i.e. les 5/8 propose´s par Bohr et al. ) dans les conditions
teste´es et proches de celles dans lesquelles Bohr et al. ont teste´ leur the´orie. Pour autant p varie
faiblement avec le rayon de la plaque, la viscosite´, la tension de surface... 43
II.4.6 Travaux de Rojas, Argentina, Cerda et Tirapegui
L’approche de Rojas et al. repose sur un de´veloppement exhaustif du profil de vitesse de´bouchant
ensuite sur une inte´gration nume´rique [97] ou sur des lois d’e´chelles obtenues a` partir de de´veloppe-
ments perturbatifs [98] 44. Les e´quations de bases sont les e´quations de Navier-Stokes incompressibles
et stationnaires pour un e´coulement radial :
∂(ru)
∂r
+
∂(rw)
∂z
= 0, (II.99)
u
∂u
∂r
+ w
∂u
∂z
= −∂Π
∂r
+ ν
(
∂2u
∂r2
+
∂2u
∂z2
+
1
r
∂u
∂r
− u
r2
)
, (II.100)
u
∂w
∂r
+ w
∂w
∂z
= −∂Π
∂z
+ ν
(
∂2w
∂r2
+
∂2w
∂z2
+
1
r
∂w
∂r
)
, (II.101)
42. L’auteur propose la fonction sb(r) = −C1[1 + tanh((r−R∞)/C2)] avec C1 et C2 des constantes arbitraires : pour
obtenir un profil approchant C1 doit eˆtre choisi grand et C2 petit
43. Nous avons aussi compare´ les pre´dictions de hc2 avec des points expe´rimentaux de H∞ que nous pre´senterons plus
tard. Nous n’arrivons ni a` un accord en terme de loi d’e´chelle ni en terme d’ordre de grandeur : on observe un facteur 4
sur l’ordre de grandeur et une loi en Q2/3 au lieu d’une loi en Q0,17 observe´e expe´rimentalement. Cela peut s’expliquer
par la non prise en compte de la tension superficielle en bord de plaque.
44. Notons que ce de´veloppement du profil de vitesse permet de traiter de manie`re ge´ne´rale les situations physiques
de “lubrification inertielle” comportant des films minces visqueux (on peut citer par exemple l’instabilite´ de Faraday)
[97]
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ou` Π correspond aux termes de pressions hydrostatiques mais aussi a` la tension de surface (la tension
de surface se traduit par un terme de pression γκ avec κ = ∇2h/
(√
1 + (∇h)2
)3
la courbure moyenne
de la surface). Les auteurs conside`rent e´galement la conservation du de´bit :
2pir
∫ h(r)
0
udz = Q. (II.102)
Les auteurs utilisent une longueur caracte´ristique L pour adimensionner r. Dans le cas du ressaut
circulaire ils choisissent logiquement L = R∞ le rayon de la plaque. Pour adimensionner z et h on doit
aussi utiliser une hauteur caracte´ristique, et les auteurs proposent d’utiliser H∞ la hauteur de liquide
en bord de plaque. Pour adimensionner les vitesses u et w on utilisera respectivement ΩL et ΩH∞
ou` Ω est la fre´quence caracte´ristique d’injection d’e´nergie c’est-a`-dire le temps caracte´ristique pour
renouveler entie`rement le liquide du syste`me soit Ω−1 = V/Q ou` V est le volume total de liquide ; on
conside`rera donc Ω−1 = piR2∞H∞/Q. On de´finit donc logiquement le nombre de Reynolds par Re =
ΩH2∞/ν = QH∞/(piνR
2
∞) ainsi que le nombre de Froude global F = Ω
2R2∞/gH∞ = Q
2/(pi2gH3∞R
2
∞).
On de´finit en outre  = H∞/R∞. On a bien entendu  1 de par la ge´ome´trie meˆme du syste`me et
les auteurs de´veloppent donc les e´quations en fonction de ce parame`tre.
On conside`re a` partir d’ici les quantite´s adimensionne´es du syste`me pour lesquelles on gardera les
meˆmes notations que pour les quantite´s dimensionne´es, pour des raisons de simplicite´. Les e´quations
(II.100) et (II.101) deviennent :
Re
[
u
∂u
∂r
+ w
∂u
∂z
]
= −∂Π
∂r
+ 2
(
∂2u
∂r2
+
1
r
∂u
∂r
− u
r2
)
+
∂2u
∂z2
, (II.103)
2Re
[
u
∂w
∂r
+ w
∂w
∂z
]
= −∂Π
∂z
+ 2
(
2
(
∂2w
∂r2
+
1
r
∂w
∂r
)
+
∂2w
∂z2
)
. (II.104)
Pour de´velopper les e´quations (II.103) et (II.104) il faut ajouter une approximation sur le nombre
de Reynolds Re. En utilisant la de´finition de la couche limite δ =
√
ν/Ω = H∞
√
1/Re 45 et en
supposant que l’e´paisseur H∞ est l’e´chelle de longueur la plus petite du syste`me et donc que H∞  δ
on en de´duit Re 1. 46
Nous avons donc ainsi deux parame`tres de de´veloppement : 2 et Re. Les auteurs se proposent
de de´velopper au premier ordre, c’est-a`-dire en ne´gligeant tous les termes d’ordre O(4, 2Re,Re2, ...)
ou d’ordre supe´rieur. Ce de´veloppement couple´ a` la conservation des contraintes dans le sens normal
nous permet alors d’aboutir a` l’e´quation diffe´rentielle :
T3
d3h
dr3
+ T2
d2h
dr2
+ T1
dh
dr
+ T0 = 0, (II.105)
avec
T0 =
3
2
r2 − 27Re
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h, T1 = r
(
Re
F
h3
[
r2 +
2
B
]
− 
2
2
[
24
5
dh
dr
r +
27
10
h
]
− 27
10
Re
)
,
T2 = r
22
(
18
5
− Re
FB
h2
)
h, T3 = −r32 Re
FB
h3,
ou` B = H2∞/l
2
c est le nombre de Bond, de´fini graˆce a` lc =
√
γ/ρg la longueur capillaire, qui indique
l’importance relative de la tension de surface vis-a`-vis de la gravite´. Bien entendu l’e´quation (II.105)
45. Attention toutefois au fait que cette e´paisseur de couche limite ainsi de´finie ne correspond a` aucune re´alite´ physique
du syste`me. En particulier, elle ne correspond pas aux e´paisseurs de couche limite discute´es auparavant.
46. Dans notre jeu de donne´es nous obtenons des Re valant jusqu’a` 0,3 avec la de´finition pre´sente´e ci-dessus. Cette
approximation semble donc assez discutable...
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ne peut eˆtre re´solue analytiquement mais on peut obtenir une solution nume´rique.
Pour obtenir un profil de hauteur il faut cependant, une fois encore, ajouter des conditions aux
limites supple´mentaires en bout de plaque (h(1) = 1, dh/dr(1) = d2h/dr2(1) = 0). 47
Le re´sultat de ces simulations est pre´sente´ en Fig. II.18. Les re´sultats obtenus sont compare´s avec
les re´sultats expe´rimentaux obtenus par Bohr et al. [9] et Hansen et al. [52]. Toutefois, pour comparer
le rayon du ressaut avec des points expe´rimentaux, il faut donner une de´finition nume´rique pre´cise
du rayon du ressaut. L’auteur propose d’utiliser le rayon ou` la courbure est conside´re´e comme e´tant
positive dans la zone interne et ne´gative dans la zone externe ce qui signifie d2h/dr2 = 0 a` ce point.
As a first application, our equations can be used to study
the steady state flow observed in circular hydraulic jumps
(see Fig. 1). We observe that the conservation law is now
r? ! q ¼ 0 which can be solved using cylindrical coordi-
nates for the axisymmetric case as q ¼ qðrÞr^, where
qðrÞ ¼ Q=2!r andQ is a dimensionless constant. In terms
of our unscaled variables Q ¼ Q0=ð!hcR2cÞ where Q0 is
the total volume of fluid per unit of time injected at the
center of the system. Inspired by the experiments of
Hansen et al. [9], we take L as the radius of the circular
container, Rc, and h as the height of the fluid layer in its
perimeter, hc (see Fig. 1). It gives " ¼ hc=Rc. The total
kinetic energy in the system is proportional to the volume
of fluid in the container V % !R2chc so that the time scale
for injection of new energy into the system is of the order
!&1 ¼ V=Q0. Thus, the characteristic frequency is ! ¼
Q0=ð!R2chcÞ. It gives a Reynolds number Re ¼
Q0hc=ð!R2c#Þ. A straightforward calculation from the sec-
ond of Eqs. (8) yields
54Re
35
qðq0$& q$0Þ þ 3"
2
10
ð24q$$00 þ 9q0$$0 & 16q$02Þ
þ 3qþ $3½G$0 & Bð$000 þ $00=r& $0=r2Þ) ¼ 0: (9)
Here ð! ! !Þ0 ¼ dð! ! !Þ=dr. We numerically compute the
solution to this equation by sing a tandard Ru ge-Kutta
method with the boundary conditions $ð1Þ ¼ 1, and
$0ð1Þ ¼ $00ð1Þ ¼ 0. The last two boundary conditions en-
force a flat horizontal profile at the boundary of the con-
tainer as observed in the experiments. Figure 1 shows the
profile computed from Eq. (9) for a set of experimental
parameters obtained from Ref. [7]. It contains one region
of high velocity where the fluid layer is shallow and a
slower region where the height of the fluid is of the order
Oð1Þ. Both regions are connected by a narrow region where
there is a sharp variation in the height defining the radius of
the hydraulic jump rj. More precisely, we define this radius
as the point where a change of curvature is detected from
being positive in the faster region to being negative in the
slower region [$00ðrjÞ ¼ 0 at that point].
It is noteworthy how our solution reproduces the eddy
observed in Refs. [7,9] that helps to slow down the velocity
and increases the height of the fluid (see Fig. 1). Moreover,
our numerical simulations show a slow dependence of rj
with the height hc, but a strong dependence on the value of
the flux Q0. This is also consistent with the experimental
observations made by Hansen et al. [9] and the scaling
proposed in [7,15]
A more systematic analysis of our solutions is made in
Fig. 2 where we compare the experiments in Ref. [9] with
the value of the jump radius given by our numerical
simulations. There is a very good agreement between the
model and experiments except for small values of Q0 and
high viscosity. This is explained in the insets of Fig. 2 by
observing that the jump is spread over a wider region under
these conditions. As noted in [9] the radius of the jump for
low viscosity is difficult to define experimentally and we
expect differences between our numerical definition and
their experimental optical method.
A seco d application of Eqs. (8) is the study of Faraday
instability for a thin layer of fluid of height h. The accel-
eration of the supporting plate is equivalent to having an
effective gravity that depends on time. For a sinusoidal
acceleration with a single frequency forcing this means
gðtÞ ¼ g½1þ " cos!t) or GðtÞ ¼ G½1þ " cost) in dimen-
sionless variables. Here " ¼ a=g is the ratio of the forcing
acceleration a to the gravitational one. The horizontal
length scale L can be reabsorbed in the horizontal deriva-
tives of Eqs. (8) reflecting the fact that it can be chosen by
the system itself. To fix our scale L in the horizontal
direction, we measure the lengths in units of h. Thus, we
take L ¼ h in our equations [16]. The definitions of Re, G,
and B are straightforward.
The linearization of Eqs. (8) gives the Mathieu equation
predicted in [12] at first order in "2
6
5
Re@2t$þ
!
3& 27
5
r2?
"
@t$& ½GðtÞ & Br2?)r2?$ ¼ 0:
(10)
Thus, our equations are linearly unstable for a sufficiently
high forcing and can predict the critical acceleration and
wave number observed at the onset of instability [12,17].
Figure 3 shows the critical acceleration obtained from
Eq. (10) compared to the experiments of Wagner et al.
[18] for low values of Reynolds number (Re< 4:6) and
near a bicritical point where harmonic and subharmonic
waves are observed. We also show in supplementary ma-
FIG. 1. 3D view of a circular hydraulic jump in dimensionless
coordinates obtained using the inertial lubrication theory. On the
plane y ¼ 0, we represent the profile of the film thickness $ and
the streamlines of the fluid. The black dots are experimental
measures of the surface profile extracted from Ref. [7]. Here the
fluid is ethylene-glycol (% ¼ 1:1* 103 kg=m3, & ¼
4:5* 10&2 N=m, and # ¼ 7:6* 10&6 m2=s) and the experi-
mental parameters are Rc ¼ 3:8* 10&2 m, hc ¼ 2:76*
10&3 m, and Q0 ¼ 27* 10&6 m3=s. These parameters give
the dimensionless numbers " ¼ 7:2* 10&2, Re ¼ 2:2, G ¼
8:7, and B ¼ 2:5* 10&2 (see text).
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terial that Eqs. (8) can saturate the instability by numeri-
cally computing the solutions of (8) on a staggered spatial
mesh. (See supplementary material [14] for a detailed
description of our numerical simulations and comparison
with experiments.)
We close our discussion by pointing out that Eqs. (8)
represents the minimal form of a formal expansion in two
parameters Re and !2. Inertial terms in the NS equations
and nonlinearities in the boundary conditions are described
at the lowest order allowing the use of Eqs. (8) in different
situations. Here we have explored the circular hydraulic
jump and Faraday instability in very simple situations, but
our analysis could be modified to study hydraulic jumps in
nonaxisymmetric cases and planar geometries, Faraday
instability with different types of forcing and boundary
conditions, or any other physical situation in which inertial
terms play a fundamental role in understanding the dynam-
ics of a shallow viscous layer of fluid.
N. R. is grateful for the financial support of CONICYT.
E. C. and E. T. acknowledge the support of Anillo Act
No. 15. E. C. thanks Fondecyt Project No. 1095112.
Simulations were done using the XDIM Software developed
by M. Monticelli and P. Coullet.
[1] L. D. Landau and E.M. Lifshitz, Fluid Mechanics
(Pergamon, Oxford, 1987).
[2] D. J. Acheson, Elementary Fluid Dynamics (Oxford
University Press, Oxford, 2003).
[3] J.W. Strutt, Theory of Sound (Dover, New York, 1945),
Vol 2.
[4] P. D. Howell, Eur. J. Appl. Math. 7, 321 (1996).
[5] J. A. Teichman, Ph.D. thesis, MIT, 2002.
[6] A. Oron, S. H. Davis, and S. G. Bankoff, Rev. Mod. Phys.
69, 931 (1997).
[7] T. Bohr, V. Putkaradze, and S. Watanabe, Phys. Rev. Lett.
79, 1038 (1997); S. Watanabe, V. Putkaradze, and T. Bohr,
J. Fluid Mech. 480, 233 (2003); T. Bohr, C. Ellegaard,
A. E. Hansen, and A. Haaning, Physica (Amsterdam)
228B , 1 (1996).
[8] J.W.M. Bush, J.M. Aristoff, and A. E. Hosoi, J. Fluid
Mech. 558, 33 (2006).
[9] S. T. Hansen, S. Horlu¨ck, D. Zauner, P. Dimon, C.
Ellegaard, and S. C. Creagh, Phys. Rev. E 55, 7048 (1997).
[10] T. B. Benjamin and F. Ursell, Proc. R. Soc. A 225, 505
(1954); M. Faraday, Phil. Trans. R. Soc. London 121, 299
(1831).
[11] K. Kumar, Proc. R. Soc. A 452, 1113 (1996).
[12] E. Cerda and E. Tirapegui, J. Fluid Mech. 368, 195 (1998).
[13] W. S. Edwards and S. Fauve, Phys. Rev. E 47, R788
(1993).
[14] See supplementary material at http://link.aps.org/
supplemental/10.1103/PhysRevLett.104.187801.
[15] Our equations are different than the ones used by Bohr
et al. [7] and we are still working to understand the
connection of their work with our expansion.
[16] The natural horizontal length scale is the wavelength " of
the instability; however, this length is known a posteriori.
By taking ! ¼ 1 we expect that the horizontal derivatives
are of order Oðr?Þ $ h="% 1.
[17] F. Mancebo and J. Vega, J. Fluid Mech. 467, 307 (2002).
[18] C. Wagner, H.W. Mu¨ller, and K. Knorr, Phys. Rev. E 68,
066204 (2003).
[19] The density and surface tension of both oils are not given
in [9]. We use the standard values # ¼ 9:5& 102 kg=m3
and $ ¼ 2:0& 10'2 N=m in our fit.
FIG. 2. Radius of the jump position as function of the flow rate
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1:0& 103 kg=m3, $ ¼ 7:4& 10'2 N=m, Rc ¼ 2& 10'1 m,
hc ¼ 1:5& 10'3 m), oil (triangles, ~% ¼ 15, Rc ¼ 1:7&
10'1 m, hc ¼ 1:5& 10'3 m) and a much more viscous oil
(circles, ~% ¼ 95, Rc ¼ 1:7& 10'1 m, hc ¼ 1:5& 10'3 m)
[19]. The solid curves ar the pr diction for the jump radii
obtained from Eq. (9). Insets: numerical profiles of the fluid
surface in dimensionless coordinates for different values of fluid
flow and viscosity.
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FIG. 3. Critical acceleration ! as a function of the driving
frequency "=2& for a silicon oil layer (h ¼ 7& 10'4 m, % ¼
5& 10'6 m2=s, $ ¼ 1:94& 10'2 N=m, and # ¼ 9:2&
102 kg=m3). The circles and squares (with error bars) mark the
experimental values of Ref. [18] for the harmonic and the
subharmonic responses, respectively. The black line shows the
threshold for subharmonic waves obtained from Eq. (10).
Similarly, the dotted line gives the threshold for harmonic waves.
At a critical frequency"=2& ( 6:5 both lines intersect marking
a bicritical point.
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Figure II.18 – A gauche : vue en trois dimensions du ressaut circulaire hydraulique obtenue
par inte´gration de l’e´quation (II.105)(ζ = h et x = r). Dans le plan y=0 sont repre´sente´s par
des points noirs les points expe´rim ntaux d’un profil d hau ur issu de [9]. Le liquide utilise´
est de l’e´thyle`ne-glycol (ρ = 1, 1.103 kg/m3, γ = 4, 5.10−2 N/m et ν = 7, 6.10−6 m2/s) et les
parame`tres expe´rimentaux sont R∞ = 3, 8.10−2 m, H∞ = 2, 76.10−3 m et Q = 27.10−6 m3/s.
Ce qui donne  = 7, 2.10−2 et Re = 2, 2. On constate ue l’on retrouve bien nume´riquement la
recirculation apre`s le ressaut observe´e expe´rimentalement.
A droite : Rayons du ressaut en fonction du de´bit pour trois liquides diffe´rents. Les courbes conti-
nues sont obtenues par inte´gration de l’e´quation (II.105), le points expe´rimentaux proviennent
de [52]. Trois liquides sont utilise´s : eau (repre´sente´e par les cercle)(ρ = 1.103 kg/m3, γ =
7, 4.10−2 N/m , ν = 1.10−6 m2/s, R∞ = 2.10−1 m et H∞ = 1, 5.10−3 m), huile (repre´sente´e
par les triangles)(ν = 15.10−6 m2/s, R∞ = 1, 7.10−1 m et H∞ = 1, 5.10−3 m) et une huile
plus visqueuse (repre´sente´e par les carre´s)(ν = 95.10−6 m2/s, R∞ = 1, 7.10−1 m et H∞ =
1, 5.10−3 m). Inserts : les profils nume´riques de la surface libre so t repre´sente´s en coordonne´es
non dimensionne´es pour diffe´rentes valeurs de de´bit et de viscosite´.
Pour davantage d’informations se reporter a` [97].
La figure de gauche propose un profil calcule´ a` partir de l’e´quation (II.105) et compare´ a` un pro-
fil expe´rimental issu de [9] (les points noirs sur la figure). Comme on peut le constater l’accord est
excellent. On peut en outre observer la pre´sence d’une recirculation apre`s le ressaut comme observe´
expe´rimentalement.
La figure de droite compare les donne´es expe´rimentales de Hansen et al. [52] avec les re´sultats
obtenus nume´riquement. L’accord entre the´orie et expe´rience est tre`s bon meˆme si l’on observe des
e´carts non ne´gligeables sur certaines courbes (les e´chelles sont logarithmiques) en particulier a` petits
47. Si la premie`re condition est triviale, les deux suivantes ne sont absolument pas prouve´es expe´rimentalement et
peuvent eˆtre remises en question le cas e´che´ant. En outre, redimensionner le syste`me (et ainsi pre´dire un rayon de
ressaut ou un profil dimensionne´) ne´cessite de connaˆıtre le couple (R∞, H∞) ce qui est loin d’eˆtre trivial meˆme dans le
cas d’un mur de confinement entourant le dispositif.
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de´bits et a` hautes viscosite´s. 48
Ces e´carts peuvent eˆtre explique´s en partie par le fait que l’on utilise ici un crite`re nume´rique pour
de´finir la position du ressaut. Ce n’est peut eˆtre pas exactement la meˆme de´finition que l’expe´rimen-
tateur utilise quand il traite ses images d’ou` un e´cart possible.
II.4.6.1 Lois d’e´chelles pour le ressaut circulaire
Dans un second article, les auteurs se proposent de de´velopper par rapport a` deux petits parame`tres
dans l’e´quation (II.105) afin d’obtenir des lois d’e´chelles simples pour la position du ressaut [98]. On
conside`re ainsi des petites perturbations δh de la surface libre : hJ = hJ0 + δh ou` hJ est la hauteur de
liquide en rJ la position du ressaut et hJ0 la hauteur de liquide en rJ au premier ordre
49. On conside`re
de meˆme une petite perturbation δr (de l’ordre de δh) autour de la position du ressaut :rJ = rJ0 + δr
ou` rJ0 correspond a` la position du ressaut a` l’ordre 0. On suppose en outre et de manie`re cohe´rente
avec l’hypothe`se δh ∼ δr que δ(dh/dr) ∼ 1, δ(d2h/dr2) ∼ δr−1 et δ(d3h/dr3) ∼ δr−2. L’ordre le plus
e´leve´ est l’ordre O(δr−2) on obtient donc T (0)3 d
3h/dr3 = 0 et donc hJ = hJ0 + c1δr+ c2δr
2/2. L’ordre
suivant O(δr−1) conduit donc a` hJ = hJ0 + c1δr. A l’ordre O(1) l’e´quation est donc T
(0)
0 + c1T
(0)
1 .
Puisque c1 est inconnu, l’e´quation pre´ce´dente est re´solue terme a` terme et on obtient ainsi deux
e´quations : h3J0 − a1hJ0 − a0 = 0,r2J0 = 9Re35 hJ0, (II.106)
avec a1 =
27
20
2F
Re
(
r2J0 +
2
B
)−1
et a0 =
27
70F
(
r2J0 +
2
B
)−1
. Une premie`re loi d’e´chelle peut eˆtre obtenue
en supposant que la hauteur du ressaut au niveau du choc est e´gale a` la hauteur en bout de plaque
c’est-a`-dire hJ0 = 1. On obtient alors apre`s avoir redimensionne´ les variables :
RJ,a =
(
9QH∞
35piν
)1/2
. (II.107)
Comme on peut le voir sur la Fig. II.19 cette loi d’e´chelle ne fournit pas un bon accord avec les points
expe´rimentaux. 50
Une des raisons de ce de´saccord est l’hypothe`se un peu excessive de hJ0 = 1 au niveau du choc.
On se propose donc d’utiliser une hauteur critique correspondant a` hc = (Q
2
m/g)
1/3 ou` Qm cor-
respond au flux de masse : Qm = h1v1 = h2v2 ou` h1, h2, v1 et v2 sont respectivement les hauteurs
avant et apre`s le ressaut et les vitesses moyennes avant et apre`s le ressaut. On obtient en utilisant la
conservation du de´bit hc =
(
Q2
4pi2r21g
)1/3
. Si l’on inse`re cette hauteur pour hJ0 et si l’on pose r1 = rJ0
dans les e´quations (II.106), on obtient la loi d’e´chelle obtenue par Bohr et al. (voir e´quation II.61)
avec pour pre´facteur 2−1/4(9/35)3/8(pi)−5/8.
Cette approximation ne de´pend pas de H∞ ce qui est de´routant puisque la hauteur apre`s le ressaut
48. Toutefois il est ne´cessaire d’apporter des re´serves a` ces re´sultats : en effet toutes les hauteurs en bout de plaque
ont e´te´ fixe´es a` H∞ = 1, 5 mm. Pourtant nous verrons plus loin que H∞ varie avec le de´bit mais aussi en fonction du
liquide utilise´ ou du rayon de la plaque.
49. Rappelons que toutes les hauteurs et diffe´rences de hauteurs sont adimensionne´es par H∞ et tous les rayons sont
adimensionne´s par R∞
50. L’article examine´ ici n’indique pas clairement les valeurs de H∞ on peut donc douter de la validite´ de la compa-
raison avec l’expe´rience sur cette courbe ainsi que sur toutes celles faisant intervenir la hauteur a` l’infini H∞ (RJ,b et
RJ,d).
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FIG. 5. The free surface ξ (thick line) and its first three spatial derivatives ξ ′ (dotted-dashed line), ξ ′′ (dashed line), and ξ ′′′
(continuous line). rj is the jump position defined numerically, the jump definition ξ ′′ = 0 is marked with a point. Numerical
solutions were obtained using Q = 6.32 × 10−1 cm3/s, L = 11.57 cm in the water case. Variables are presented in the
non-dimensional notation.
independently T (0)0 = 0 and T (0)1 = 0, that gives a cubic equation in "j0,
"3j0 − a1" j0 − a0 = 0 and r2j0 =
9Re
35
" j0, (11)
where a1 = 2720 "
2 F
Re
(
r2j0 + "
2
Bo
)−1
and a0 = 2770 F
(
r2j0 + "
2
Bo
)−1
. In the function a1 the factor c1 =
δξ /δr has been neglected, but it may be used as a free parameter. The first approximation for
rj0 is obtained by replacing "j0 = 1 − δ"j0 and taking the leading order in δ"j0 that gives
r0,0 = (9Re/35)1/2. Using the Reynolds number definition, we return to the dimensional variables
and we obtain an scaling law that is compared with experimental data in Fig. 6,
r0,0 =
(
9Qh
35piν
)1/2
. (12)
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FIG. 6. Scalings for the circular hydraulic jump. Experimental data15 (points) for 3 different viscosities: νw (water viscosity,
circles), ν1 = 15νw (squares), ν2 = 95νw (rhomboids) compared with r0,0 (dotted-dashed line, Eq. (12)), r1 (dashed line,
solution of Eq. (15)), r0 (thick dashed line, Eq. (16) (right), and r0,1 (thick dotted-dashed line, Eq. (17)). Hydraulic jump
radii are scaled with L = 16.5 cm (plate radius), the fluxes are scaled with Q = 100 cm3/s. Reproduced by permission from
Hansen et al., Phys. Rev. E 55, 7048–7061 (1997). Copyright 1997 American Physical Society.
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Figure II.19 – Rayon du ressaut en fonction du de´bit. Les Lois d’e´chelle pre´sente´es plus
haut ont e´te´ teste´es pour trois jeux de donne´es expe´rimentales. Les points obtenus pour de l’eau
sont repre´sente´s par des cercles (γ = 7, 4.10−2 N/m , ν = 1.10−6 m2/s), ceux obtenus pour
l’huile sont repre´sente´s par les carre´s (ν = 15.10−6 m2/s) et ceux obtenus pour une huile plus
visqueuse sont repre´sente´s par les losanges (ν = 95.10−6 m2/s). Les rayons sont re-dimensionne´s
par L = 16, 5 cm et les de´bits par Q = 100 cm3/s. La loi d’e´chelle RJ,a (II.107) est repre´sente´e
par la couleur grise et l’alternance tirets-points (fins), RJ,b (II.109) est repre´sente´e par la couleur
rouge et par des tirets (fins), RJ,c (II.110) est repre´sente´e par la couleur bleue et par les tirets
(e´pais) et RJ,d (II.111) est repre´sente´e par la coul r verte et l’alternance tiret -points (e´pais).
Pour davantage d’informations se reporter a` [98].
de´pend expe´rimentalement de la hauteur en bord de plaque. Les auteurs proposent donc de conside´rer
que la hauteur au niveau de rJ est e´gale a` la hauteur avant le choc h1. Pour de´terminer cette hauteur,
les auteurs utilisent l’e´quation de choc propose´e par Bush et al. Si l’on conside`re que la hauteur apre`s
le ressaut est e´gale a` la hauteur en bord de plaque H∞ (c’est-a`-dire a` 1) cette e´quation s’e´crit :
h1 =
H∞
2
(
1 +
2
B0
)[
−1 +
√
1 +
8F 21
(1 + 2/B0)2
]
=
2H∞F 21
1 + 2/B0
+O(F 41 ), (II.108)
ou` F 21 = 3Q
2/(10pi2gR2JH
3
∞) est un nombre de Froude effectif de´fini juste en aval du ressaut et
B0 = ρgH∞RJ/γ. Lorsque l’on remplace hJ0 par h1 (a` l’ordre 2 en F1) dans la deuxie`me e´quation de
(II.106) et que l’on ne´glige la tension de surface on obtient une deuxie`me loi d’e´chelle :
RJ,b =
(
9
70
Q3
pi3νH2∞g
)1/4
. (II.109)
Comme on peut le voir sur la Fig. II.19 l’accord entre expe´rience et the´orie 51 est meilleur que dans
le cas pre´ce´dent et s’ajuste assez bien avec les points expe´rimentaux de l’eau. Toutefois cette solution
n’est pas entie`rement convaincante dans le cas des huiles meˆme si l’ordre de grandeur est tre`s correct.
On peut aussi obtenir des lois d’e´chelles en re´solvant les e´quations (II.106) par rapport a` . Il est
a` noter que cette approche correspond davantage a` ce qui a e´te´ fait dans la premie`re partie du travail
des auteurs [97]. Ainsi au premier ordre en  on obtient :
RJ,c =
(
39
2 354
Q5
pi5ν3g
)1/8
. (II.110)
51. Ce n’est pas l’e´quation (II.109) qui est repre´sente´e mais la solution exacte, sans ne´gliger la tension de surface.
II.4. MODE`LES ALTERNATIFS 73
Cela correspond une fois de plus a` la loi d’e´chelle obtenue par Bohr et al. (voir e´quation II.61), mais
avec un pre´facteur diffe´rent de celui obtenu pre´ce´demment. Sur la Fig. II.19 elle est aussi compare´e aux
points expe´rimentaux mais comme dit pre´ce´demment cette loi d’e´chelle ne permet pas de mode´liser
des parame`tres physiques que l’on sait de´terminants comme la hauteur en bord de plaque ou la tension
de surface. On va donc re´soudre les e´quations (II.109) en remplac¸ant rJ0 par RJ,a dans a1 et a0. Il
existe trois solutions, seule une est satisfaisante physiquement :
RJ,d =
18Re35
(
31/3a1,0 + 2
−2/3
(
9a0,0 +
√
−12a31,0 + 81a20,0
)2/3)
62/3
(
9a0,0 +
√
−12a31,0 + 81a20,0
)1/3

1/2
, (II.111)
avec a1,0 =
27
20
2F
Re
(
R2J,a +
2
B
)−1
et a0,0 =
27
70F
(
R2J,a +
2
B
)−1
. Ces points sont ensuite compare´s a`
l’expe´rience sur la Fig. II.19. On peut constater que l’on n’ame´liore pas conside´rablement le re´sultat
par rapport a` la loi d’e´chelle RJ,c.
Ainsi les articles de Rojas et al. proposent une excellente description du ressaut par le biais nume´-
rique (en particulier le profil d’e´paisseur) mais peinent a` fournir une loi d’e´chelle exacte 52. Dans ces
articles la hauteur exte´rieure est conside´re´e comme un parame`tre d’entre´e, elle doit donc eˆtre mesure´e
pour chaque pre´diction du ressaut ce qui rend difficile l’utilisation pratique de ces lois d’e´chelles.
II.4.7 Approche de Dasgupta et Govindarajan
L’article de Dasgupta et Govindarajan [28] propose une nouvelle approche nume´rique du ressaut
hydraulique. Ils e´tudient le cas du ressaut hydraulique a` deux dimensions et ge´ne´ralisent son approche
au cas du ressaut hydraulique circulaire. Le principal re´sultat de ce papier est d’obtenir des profils de
vitesses complexes en amont et en aval du ressaut et ainsi de s’affranchir des profils divergents obtenus
via une approximation de profil auto-similaire (en particulier du profil en spiral que l’on obtient en
inte´grant (II.55) ou (II.96)). Il montre par exemple l’existence de deux solutions en aval du ressaut.
Ces re´sultats sont ensuite compare´s aux expe´riences et fournissent un accord convenable.
Les e´quations de base sont les maintenant familie`res (II.44) - (II.47). En utilisant les variables η =
z/h(r) et dζ = dr/h(r) et en e´crivant les vitesses a` l’aide d’une fonction de courant Ψ = Q/(2pi)f(η, ζ)
on obtient u = U ∂f∂η ; v = U(η
dh
dr
∂f
∂η − ∂f∂ζ ) avec U = Q/(2pirh) ainsi (II.45) - (II.47) deviennent :∂
3f
∂η3 − dhdr ReFr2 +Re
(
dh
dr +
h
r
) (
∂f
∂η
)2
= Re
(
∂f
∂η
∂2f
∂η∂ζ − ∂
2f
∂η2
∂f
∂ζ
)
,
f(0, ζ) = 0; , ∂f∂η (0, ζ) = 0;
∂2f
∂η2 (1, ζ) = 0,
(II.112)
avec Re = Q/(2pirν) un nombre de Reynolds local et Fr = U/
√
gh le nombre de Froude local. En
outre la conservation du de´bit ajoute une e´quation supple´mentaire : f(1, ζ) = 2pi.
Dans le cas plan le proble`me est boucle´ 53. Ne´anmoins dans le cas du ressaut circulaire, il est
ne´cessaire d’ajouter une condition supple´mentaire : en effet a` Froude donne´ il existe une infinite´ de
solutions qui correspondent a` une meˆme valeure de h′Re puisque Re de´pend de r (en effet le de´bit
line´ique q = Q/2pir de´pend de la distance a` l’impact contrairement au cas plan ou` il est constant). On
52. Probablement en raison d’une vision beaucoup trop simpliste de la partie exte´rieure du ressaut ou` l’on conside`re
que le profil exte´rieur est constant avec pour tout r > RJ , h(r) = H∞ nous verrons plus loin que le profil de hauteur
est plus e´labore´.
53. Re ne de´pend pas de r donc la donne´e d’un nombre de Froude initial permet d’inte´grer de part et d’autre de
ce nombre et donc de re´soudre entie`rement l’ensemble du proble`me. Il n’y a donc pas besoin d’ajouter une condition
initiale.
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est donc oblige´ d’ajouter une condition supple´mentaire ce qui revient a` donner le rayon correspondant
a` la valeur du nombre de Froude initial 54. Cette contrainte est donc une fois de plus proble´matique
puisqu’il faut connaˆıtre avec pre´cision un point du profil pour pouvoir inte´grer.
L’inte´gration des e´quations (II.112) en fonction du nombre de Froude se re´sume ainsi : il existe
un nombre de Froude Fr0 (typiquement 0,7) tel que pour Fr > Fr0 (l’amont du ressaut) il existe
une unique solution au proble`me correspondant a` h′ positif et note´e P et pour Fr < Fr0 (l’aval du
ressaut) il existe deux solutions a` (II.112) : la solution P ou` h′ > 0 mais aussi une autre solution ou`
h′ < 0 note´e alors N . Pour des nombres de Froude Fr de l’ordre de 1 (ou plus petits) le profil de
vitesse obtenu par la solution P montre une se´paration (correspondant donc a` une recirculation) : plus
Fr est petit plus cette se´paration est importante.
On en de´duit qu’une solution auto-similaire n’est acceptable que pour les grands nombres de Froude
(voir Fig. II.20). La solution N , quant-a` elle, pre´sente un profil non se´pare´ tre`s proche d’un profil pa-
rabolique. En Fig. II.20 sont repre´sente´s des profils correspondant aux solutions P et N a` plusieurs
Fr locaux dans le cas 2D.
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Figure II.20 – Profil de vitesse pour diffe´rents nombres de Froude locaux dans le cas 2D.
Toutes les courbes correspondent a` la solution P des e´quations excepte´e Fr = 0.62 obtenu pour
la solution N . Comme on peut le voir les profils de la solution P montrent une importante
se´paration lorsque l’on de´croˆıt la valeur de Fr. Le profil N lui est quasiment parabolique. Pour
davantage d’informations se reporter a` [28].
Les profils montrant une large se´paration sont susceptibles d’eˆtre instables tandis que les profils
paraboliques sont eux stables (nume´riquement on retrouve bien que P est tre`s instable a` faibles Fr).
On aboutira donc logiquement a` une transition des solutions P vers N lorsque le nombre de Froude
local de´croˆıt, ce qui se traduit par la fin de la zone de recirculation a` l’exte´rieur du ressaut.
L’expe´rience est ainsi bien de´crite avec une zone de recirculation bien de´limite´e puis une zone ou`
h′ < 0 ce qui correspond bien au profil N . Malheureusement la transition entre P et N correspondant
a` la fin de la zone de recirculation ne peut pas eˆtre simplement capte´e a` partir de (II.112).
Le ressaut est ainsi mode´lise´ par une solution P valable dans la zone interne du ressaut, se pour-
suivant dans le choc mais aussi apre`s sous la forme d’un e´coulement avec recirculation pour transiter
finalement vers une solution N apre`s cette zone de recirculation.
Dans la Fig. II.21 les solutions des e´quations (II.112) sont compare´es aux points expe´rimentaux
obtenus par Craik et al. [26] ainsi qu’aux solutions attendues par Tani [108] et Bohr et al. [8] (dans son
54. Autrement dit si l’on inte`gre a` partir de Fr = 100 il faut aussi donner le rayon r qui correspond a` cette valeur du
nombre de Froude.
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premier article) c’est-a`-dire a` la solution obtenue avec un profil auto-similaire (et la pression hydrosta-
tique). Les conditions initiales pour les inte´grations sont obtenues a` partir d’un point expe´rimental (de
coordonne´es (ri;hi)). Comme on peut le voir la solution P de´crit assez bien ce qui se passe en amont
du ressaut et permet d’obtenir un ressaut sans condition de choc (on e´vite ainsi la spirale obtenue
dans le cas de Bohr et Tani). La solution N s’ajuste tre`s bien sur la partie exte´rieure du profil. Mal-
heureusement on n’a pas de transition douce entre la solution P et la solution N , les auteurs ont donc
choisi de placer la transition afin que leur solution s’ajuste au mieux avec les points expe´rimentaux.
solution whereas in our numerical procedure we are able to
obtain a P solution as well for quite small Froude numbers.
However, in a real flow, the Froude number may never be-
come too small, since as one proceeds well downstream of a
jump, the Froude number increases again. Far downstream,
we have seen that both the spiral solution and the present one
will give qualitatively the same behavior: of a sudden and
sharp decrease in height at some radial location.
In Fig. 8 the solution of the circular BLSWE !12" is
compared to the experimental observations of Ref. 24. The
solution from the vertical averaging procedure is shown as
well. The initial condition for both equations was obtained
from the experimental data in the figure. The solid line and
the dashed-dotted line are our P and N solutions, respec-
tively. It is seen that the height profile is reasonably close to
the experimentally observed one both upstream and down-
stream of the jump. However, some deviation is seen in the
vicinity of the jump. This is to be expected since dispersive
and surface-tension effects, both of which are neglected here,
can significantly influence the shape of the jump. Note that
the present solution does better than the spiral in this region.
Downstream, our N solution does a good job of matching the
experimental profile but unlike in the experimental profile,
no smooth transition between the P and N solution is
achieved. In addition, since we cannot predict where the
transition should occur, we have chosen a location which
matches well with the experiment. Note that the N solution
in Fig. 8 has a very small negative slope. We note that the
same experimental data of Ref. 24 was compared by Ref. 25
to their theory. That comparison focused on the precise shape
of the jump itself with the jump height as input parameters.
The present study on the other hand focuses on the regions
away from the jump. In a forthcoming study of strong jumps
and the near-jump region, we compare with the work of Ref.
25 in greater detail.
We have mentioned that Refs. 14 and 22 assume the
velocity profiles to be cubic polynomials in ! with
streamwise-varying coefficients. Due to this assumption, the
solution obtained does not directly satisfy the governing
equations, but only their moments.14 While the averaged
equations admit cubic profiles with variable coefficients, we
will show below that the governing equations themselves do
not admit a cubic term in its solution. Writing the stream-
function in the BLSWE as a power series in ! whose coef-
ficients are functions of ", as
f#!,"$ =%
j=0
#
aj!""! j ,
substituting into the BLSWE !9", and equating coefficient of
each power of !, we have
a0 = a1 = 0,
a3 =
h! Re
6 Fr2
, a4 = 0.
The remaining coefficients may be obtained from the recur-
sion relation
n!n − 1"!n − 2"an
= %
p=2
n−3
pap#!n − p − 1"!an−p−1! − an−p−1h! Re"
− !p + 1"an−p−2! $ .
All an for n$5 may be written in terms of the hitherto un-
determined coefficient a2 and h! Re /Fr2. The global mass
balance may now be used to obtain a2. Note that since
a4=0, the BLSWE does not admit a cubic term in the veloc-
ity profile.
VI. CONCLUSION
The BLSWE is cast as a parametric ordinary differential
equation at a given streamwise location and a novel solution
method is proposed. The only parameters are the local
Froude number Fr and a product h! Re of the interface slope
and the Reynolds number. The second parameter is com-
pletely dependent on the first and may be obtained by impos-
ing global continuity. This enables us to obtain the velocity
profile at a given Froude number, and having the obtained
the interface slope, march either downstream or upstream to
obtain the height profile for a weak hydraulic jump. The
jump is shown to occur at Fr&1 even in the viscous case.
Downstream of the jump, for Fr%0.71, two solutions are
obtained and we show evidence from numerical simulations
of Ref. 23 to support our surmise that there is a switch from
one solution to the other at a Froude number below 1. Insta-
bility of the separated profile is suggested as a reason for this
switch. The exact nature of the switch and the behavior in its
vicinity is beyond the reach of the BLSWE. We also compare
our results with experiments and find good agreement up-
stream and downstream. It is also seen that our solution im-
proves over the vertically averaged model. In a numerical
study being concluded, dispersive effects are seen to be im-
portant in this region.
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FIG. 8. !Color online" Comparison of the P and N solutions of Eq. !12" with
the experiments of Ref. 24 and the vertically averaged solution of Refs. 16
and 21. The experimental data extracted from Craik are for the case
Q=18 ml /s obtained with dyed water as the working fluid. The dashed line
represents the vertically averaged solution obtained from Eq. !13".
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Figure II.21 – Comparaison e tre les solutions et N des e´quations (II.112), les solutions
obtenues par Bohr et al. [8] et Tani [108] et un profil expe´rimental obtenu par Craik et al. [26].
Les solutions nume´riques sont inte´gre´es a` partir d’un point (ri;hi) obtenu a` partir de la courbe
expe´rimentale de C aik et al. . Les axes sont ensuite dimensionne´s a` partir de ce point. Pour
davantage d’informations se reporter a` [28].
Enfin les auteurs reviennent sur l’hypothe`se faite par Rao et al. [90] ainsi que par Bohr et al. dans
son second article [113] d’un profil de vitesse cubique en η. Dasgupta et al. montrent mathe´matique-
ment que les e´quations (II.112) ne permettent pas de terme cubique dans le profil de vitesse ; ainsi
l’hypothe`se d’un profil cubique semble infonde´e.
Cet article permet une mode´lisation nouvelle du ressaut par le biais d’une approche nume´rique et
permet d’approcher le profil du ressaut de manie`re convenable. On obtient encore une fois la zone de
recirculation apre`s le choc. Pour au ant, ce te approche ne´cessite encore la connaissance d’un point
du profil expe´rimental pour converger. Elle ne permet toujours pas une pre´diction de la position du
ressaut RJ .
II.5 Conclusion de la revue bibliographique
Au cours de cette revue bibliographique nous avons pre´sente´ les principaux mode`les de´crivant le
ressaut circulaire hydraulique. Il en ressort en de´finitive un large consensus autour de la description
de la zone interne qui se de´compose, rappelons-le, en trois zones :
(i) La zone d’impact du jet qui n’a pas ou peu e´te´ e´tudie´e.
(ii) Survient ensuite, avec l’augmentation de la distance a` l’impact, le de´veloppement d’une couche
limite qui envahit progressivement l’ens mble de l’´paisseur de l quide de la zone interne.
(iii) Et enfin une couche limite pleinement de´veloppe´e jusqu’au choc.
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Il est a` noter que la plupart des e´tudes (Tani, Bohr et al. , Bre´chet et al. , Kasimov, Rojas et al. ,
Dasgupta et al. ) travaillent uniquement a` partir de la zone (iii) ou` le profil de vitesse est pleinement
de´veloppe´.
Les diffe´rences entre mode`les interviennent dans la mode´lisation du ressaut en lui meˆme. On dis-
tingue trois approches :
(i) L’approche “classique” qui correspond a` une mode´lisation du ressaut par un choc d’e´paisseur
nulle (donc sans friction) comme propose´e par Be´langer et donne´e par l’e´quation (I.1). Cette condition
de choc peut e´ventuellement eˆtre ge´ne´ralise´e en ajoutant les effets de tension superficielle comme l’a
montre´ Bush et al. Cette approche est utilise´e par Tani, Watson, Bohr et al. (uniquement dans un
premier article), Godwin et Kasimov.
(ii) L’approche “nume´rique” qui correspond a` une inte´gration nume´rique des e´quations de base.
Il est a` noter que pour cette approche de mode´lisation du choc il est ne´cessaire de tenir compte de
la pression hydrostatique qui pouvait eˆtre ne´glige´e dans la zone interne. Ces e´tudes permettent une
description plus physique du choc mais ne sont pas analytiques et donc difficiles a` utiliser. Ces inte´gra-
tions e´tant nume´riques, elles ne´cessitent en outre la connaissance d’au moins un point expe´rimental
du profil (mais souvent 2). Ces approches ont e´te´ utilise´es par Rao et al. , Bohr et al. 55, Rojas et al. 56
et Dasgupta et al. .
(iii) L’approche “originale” ou plutoˆt les approches originales : l’approche de Godwin qui conside`re
que le choc survient lorsque la couche limite envahit entie`rement l’e´paisseur de liquide dans la zone
centrale, l’approche de Bre´chet et Ne´da qui remplace la condition de choc par une conside´ration sur le
Reynolds et enfin l’approche de Higuera qui essaye de de´crire chacune des zones du choc en utilisant
un mode`le de jet liquide.
La zone externe est la partie la moins bien traite´e dans ces the´ories. Dans certains cas elle n’est
pas traite´e (Watson, Godwin, Bre´chet et Ne´da) et dans les cas nume´riques elle est traite´e a` partir
d’un point expe´rimental qui sert donc de parame`tre d’entre´e (Rojas et al. et Dasgupta et al. ). Les
approches de Bohr et al. , Rao et Arakeri, Higuera et Kasimov conside`rent cette zone comme re´elle-
ment importante et de´veloppent un re´el effort de mode´lisation. Dans certaines approches, il apparaˆıt
qu’un profil logarithmique serait susceptible de de´crire la zone externe. Cette loi n’est jamais teste´e
et les conditions d’arreˆt au bord exte´rieur du syste`me sont floues et de´pendent des diffe´rents mode`les.
Nous allons donc pre´senter dans ce me´moire une approche expe´rimentale et the´orique qui recon-
side`re cette zone externe et examiner ses conse´quences sur la se´lection du rayon du ressaut pour
laquelle il semble ne pas y avoir de loi analytique simple, jusqu’ici, donnant une pre´diction pre´cise et
quantitative.
55. Qui proposent ensuite une loi de choc alternative a` (I.1) a` partir d’un de´veloppement analytique des e´quations
maˆıtresses au voisinage du choc.
56. Ils extraient ensuite des e´quations de de´part des lois d’e´chelles a` partir de de´veloppements de diffe´rents ordres au
voisinage du choc.
Chapitre III
Description de l’expe´rience et
premiers re´sultats
III.1 Montage
Le dispositif expe´rimental est de´crit sur la Fig. III.1. Il se compose d’un dispositif alimentant un
injecteur. Le liquide impacte ensuite un disque de verre horizontal puis s’e´coule sous forme de colonnes
liquides dans le bac d’alimentation duquel il est a` nouveau pompe´ et re´injecte´. Le dispositif fonctionne
ainsi en circuit ferme´.
La gamme de de´bit accessible ainsi que les viscosite´s choisies ont pour effet de maintenir un
e´coulement laminaire et stationnaire. Plus encore, les conditions aux limites telles que fixe´es (c’est-
a`-dire les plus simples possibles : l’absence de tout mur de confinement, laissant libre l’e´coulement
d’ajuster sa propre hauteur en bord de plaque) ainsi que l’observation de traceurs ajoute´s dans le
liquide montrent que nous observons un ressaut de type I (c’est-a`-dire un e´coulement unidirectionnel,
sans vortex de recirculation au niveau de la surface libre).
III.1.1 Dispositif d’alimentation
Deux types d’alimentation peuvent eˆtre utilise´s : directement via la pompe ou bien en utilisant
un bac a` niveau constant (bac situe´ en hauteur, alimente´ par la pompe et dote´ d’un trop plein, le
liquide s’e´coule donc simplement sous l’effet de la gravite´). Il est apparu que le bac a` niveau constant
ne permettait qu’une gamme de de´bits tre`s limite´e. Il est donc tentant d’utiliser plutoˆt la pompe
directement afin d’obtenir une gamme de de´bits plus importante. Toutefois on peut craindre que des
pulsations dues a` la pompe se re´percutent sur le ressaut ce qui pouvait eˆtre e´vite´ par le bac a` niveau
constant.
Nous utilisons une pompe a` engrenages he´lico¨ıdaux (Micropump 75211-67) afin de re´duire au
maximum les pulsations dues a` la pompe. Le phe´nome`ne e´tudie´ est stationnaire et la viscosite´ du
liquide permet un fort amortissement d’e´ventuelles pulsations re´siduelles. Nous avons ve´rifie´ l’absence
d’effets dus a` la pompe en comparant l’alimentation directe et celle via le bac a` niveau constant pour
les bas de´bits (5-10 cm3/s−1). Nous n’avons pu enregistrer aucune diffe´rence. On utilise donc le plus
souvent directement la pompe pour alimenter notre dispositif.
Le re´glage du de´bit s’effectue directement par l’interme´diaire de la pompe dont la teˆte (Micropump)
est couple´e a` un moteur de vitesse de rotation variable.
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Figure III.1 – Photographie (a) et sche´ma explicatif (b) du dispositif expe´rimental utilise´. Le
dispositif expe´rimental se de´crit ainsi d’amont en aval : une pompe a` engrenage (2) aspire le
liquide dans le bac de stockage et de re´cupe´ration (1). La pompe (2) alimente une jonction en
T (3) qui alimente ou bien un bac a` niveau constant (4) dont le de´bit est re´gle´ ensuite a` l’aide
d’une vanne (5) ou bien directement le reste du dispositif. Dans tous les cas le liquide passe au
travers d’un de´bitme`tre nume´rique (6). Le liquide s’e´coule ensuite dans une buse (7) de diame`tre
φ puis impacte un disque de verre horizontal (8) pour former un ressaut hydraulique. Le liquide
s’e´coule radialement sur la plaque puis sous forme de colonne liquide dans le bac de stockage
(1).
Le dispositif est comple´te´ par un de´bitme`tre nume´rique (McMillan S-111-6) calibre´ par des mesures
re´pe´te´es de pese´es pour chaque liquide. La gamme de de´bits accessible (de´pendant de chaque liquide
et de chaque viscosite´ utilise´e) est typiquement 5-80 cm3/s−1 et l’erreur sur les valeurs indique´es de
de´bit est typiquement de ±0.25 cm3.s−1.
Dans le cas des de´bits e´leve´s, en alimentation directe, il arrive que des bulles d’air soient capte´es
lors du pompage du liquide dans le bac de re´cupe´ration (la pre´sence de bulles d’air de´pend e´galement
fortement de la distance entre la buse et la plaque, du de´bit, du diame`tre de l’injecteur et d’e´ventuelles
prises d’air dans le circuit). Pour les huiles silicones de “faibles viscosite´s” (20 cS) ces bulles n’ont pas
d’influence sur la viscosite´ effective ni sur la densite´ du liquide 1 tandis que pour les fortes viscosite´s on
1. On ne constate aucune diffe´rence entre les cas ou` il y a “beaucoup” de bulles et dans les cas ou` il y en a moins.
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peut constater une le´ge`re de´viation au cours du temps (les bulles sont e´vacue´es trop lentement). Il faut
alors stopper les mesures, laisser l’huile au repos et reprendre ensuite les mesures. Sur ces questions
le de´bitme`tre est notre moyen de controˆle : si, on constate une fluctuation de la valeur indique´e par le
de´bitme`tre c’est qu’il y a changement de viscosite´ effective.
III.1.2 Injecteur et plaque : la ge´ome´trie de l’expe´rience
Le jet liquide est issu d’un tube vertical de diame`tre interne φ (buse) (φ = 1.1-7 mm) et impacte
le centre d’un disque de verre de rayon R∞ (R∞ = 8, 10, 15 cm) place´ a` une distance Z de la sortie
de la buse (que nous avons fait varier de 4 a` 40 mm).
Sauf mention contraire, le liquide s’e´coule librement au bord du disque (pas de mur de confine-
ment). Le bord est parfois a` areˆte nue (R∞ = 8 cm) mais le plus souvent biseaute´ sur 1mm (les autres
cas).
L’horizontalite´ de la plaque est re´gle´e par un chassis adapte´, a` l’aide de deux vis microme´triques
et en utilisant un niveau a` bulle de pre´cision.
Le centrage de la plaque est simplement effectue´ a` l’aide d’une re`gle gradue´e.
III.2 Liquides utilise´s
III.2.1 Huiles silicones
Les huiles silicones (nous avons choisi la marque CRC) sont compose´es de PDMS (PolyDiMe´thyl-
Siloxane) de formule chimique :
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ou` l’indice n de´signe le degre´ de polyme´risation. Ces huiles sont non-miscibles dans l’eau, transparentes,
inertes chimiquement et ne vieillissent quasiment pas sous l’effet de l’air, de l’eau, de la chaleur ou de
la lumie`re, meˆme ultraviolette. Ces huiles existent dans une tre`s large gamme de viscosite´ (de 0,65 a`
plusieurs centaines de milliers de centiStokes) et sont tre`s peu volatiles pour des viscosite´s supe´rieures
ou e´gales a` 5 cS. Ces diffe´rentes viscosite´s sont obtenues simplement par le fabricant en changeant
la longueur de la chaˆıne des polyme`res : plus cette chaˆıne est longue plus le liquide est visqueux.
Bien entendu pour les huiles les plus visqueuses le liquide perd son caracte`re newtonien en raison
de la dynamique complexe des trop longues chaˆınes de polyme`res 2. La viscosite´ de ces huiles est en
outre assez stable en fonction de la tempe´rature, on n’aura donc aucun proble`me pour une expe´rience
commence´e un matin et termine´e dans l’apre`s midi (on observe moins de 4% de variation pour un
changement de tempe´rature de 25 a` 30 ◦C) . Un autre avantage de ces huiles est que quelle que soit
la viscosite´ choisie on aura toujours une densite´ tre`s proche de 1 et une tension de surface γ quasi
constante de l’ordre de 20 mN/m (voir Tableau III.1). Comme cette tension de surface est basse il y
a peu de risque d’abaissement de la tension de surface par contamination (contrairement au cas de
2. Pour obtenir une viscosite´ interme´diaire, il suffit simplement de me´langer dans les bonnes proportions les huiles
de viscosite´ supe´rieure et infe´rieure (en bonne approximation on obtient un litre d’huile silicone a` 15 cS en me´langeant
0,5 L de 10 cS avec 0,5 L de 20 cS).
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l’eau)
Ces huiles mouillent la plupart des substrats solides (en particulier le verre). Dans notre cas les
huiles utilise´es permettront de mouiller l’inte´gralite´ de la surface du disque ainsi que le bord de la
plaque.
Huile ν (cS) ρ (kg/m3) γ (mN/m)
20 cS 20, 4± 0, 6 950 20,6
50 cS 44, 9± 1, 5 959 20,7
100 cS 98, 8± 3 965 20,9
Table III.1 – Proprie´te´s des huiles silicones utilise´es : viscosite´ cine´matique ν (mesure´e avec
un viscosime`tre a` capillaire, voir Annexe A). L’erreur tient compte des changements de tempe´-
rature e´te´-hiver ce qui explique sa valeur un peu e´leve´e. Sont aussi indique´es la masse volumique
ρ et la tension de surface γ. Les valeurs de ces deux dernie`res grandeurs proviennent de la
documentation fournie par l’industriel.
III.2.2 Me´langes eau-glyce´rol
Le glyce´rol (ou glyce´rine), du grec“glykero´s”qui signifie doux, est une mole´cule organique naturelle
issue de la transformation des huiles ve´ge´tales. Son nom scientifique est le propan-1,2,3-triol et sa
formule chimique :
H2C
HC
H2C OH
OH
OH.
A` tempe´rature ambiante, le glyce´rol se pre´sente comme un liquide incolore, inodore et tre`s visqueux
(1182 cS). Cette mole´cule est non toxique et tre`s hydrophile. Cette dernie`re proprie´te´ s’explique par
la pre´sence de ses trois groupements hydroxyles. Cette proprie´te´ hydrophile est tre`s inte´ressante pour
le physicien, en effet il est tre`s facile de me´langer eau et glyce´rol pour obtenir un me´lange de viscosite´
cine´matique voulue (comprise entre 1 et 1182 cS), les valeurs de la viscosite´ en fonction des proportions
eau/glyce´rol sont tabule´es dans la re´fe´rence [104] et estime´es dans la re´fe´rence [81]. Attention toutefois
au fait que la densite´ varie avec les proportions eau/glyce´rol en effet la masse volumique du glyce´rol
est de 1260 kg/m3 contre 1000 dans le cas de l’eau, la densite´ doit donc eˆtre e´value´e pre´cise´ment
pour chaque me´lange (elle est aussi donne´e par [81]). Cela est d’autant plus vrai pour la conversion
de viscosite´ dynamique (donne´e dans les tables) en viscosite´ cine´matique (utilise´e ici).
La tension de surface du me´lange eau-glyce´rol est de de l’ordre de 65 mN/m. C’est cette tension de
surface e´leve´e qui nous inte´resse ici : nous obtiendrons facilement des liquides d’une viscosite´ compa-
rable a` celle des huiles silicones utilise´es, cela nous permet donc de faire varier uniquement la tension
de surface, les autres parame`tres restant constants, pour en observer les effets sur le ressaut.
Bien suˆr utiliser un liquide a` aussi forte tension de surface nous place en situation de mouillage
partiel sur du verre. Il y avait donc un risque de se trouver dans une situation de perte d’axisyme´trie
de la zone externe comme dans le cas de Maynes et al. (voir sous-section I.6.2). Heureusement ici les
conditions de mouillage ne sont pas trop contraignantes et le liquide mouille l’inte´gralite´ de la surface
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de la plaque. Le de´mouillage n’appraˆıt que sur le bord late´ral de la plaque. L’utilisation de ce liquide
n’est donc pas trop limitante ici.
Ne´anmoins un rapide coup d’oeil aux re´fe´rences [104, 81] convaincra le lecteur des limites expe´ri-
mentales de ce me´lange : les variations de viscosite´ en fonction de la tempe´rature sont tre`s importantes,
y compris aux e´chelles de temps typiques des expe´riences (la tempe´rature peut facilement s’abaisser
ou augmenter de 2 ou 3 degre´s au cours d’une expe´rience). De plus les me´langes eau-glyce´rol sont des
me´langes qui s’hydratent ou s’e´vaporent a` l’air libre (modifiant ainsi conside´rablement la viscosite´ tant
un pourcent d’eau supple´mentaire peut modifier la viscosite´ cf [104, 81]), ils se polluent tre`s facilement
(tre`s forte tension superficielle) et sont susceptibles de vieillir. Pour obtenir des re´sultats convenables
avec ces me´langes il faut donc redoubler de pre´cautions en particulier lorsque l’on utilise des quantite´s
importantes (plusieurs litres) comme c’est le cas ici. Nous avons reporte´ ici (voir Tableau III.2) les
proprie´te´s des deux me´langes utilise´s dans cette partie :
ν (cS) ρ (kg/m3) γ (mN/m)
18± 0, 7 1190 ∼ 65
44± 1, 5 1220 ∼ 65
Table III.2 – Proprie´te´s des me´langes eau-glyce´rol utilise´s : viscosite´ cine´matique ν (mesure´e
avec un viscosime`tre a` capillaire, voir Annexe A). Sont aussi indique´es la masse volumique
ρ et la tension de surface γ. Les valeurs de ces deux dernie`res grandeurs proviennent de la
documentation fournie par [104, 81].
III.3 Visualisation
Filmer un ressaut hydraulique circulaire est plus complique´ qu’il n’y paraˆıt : il est malaise´ de
prendre des images par au-dessus. En effet, le dispositif d’injection et le jet liquide masquent syste´-
matiquement une partie importante de l’image. Une vue de biais n’est pas davantage satisfaisante car
dans ce cas on ajoute en plus des questions de parallaxes et de redressement d’images tout en sachant
qu’une partie du ressaut restera masque´e par le dispositif d’injection et/ou le jet liquide. La seule
manie`re d’obtenir une image fiable est donc de l’acque´rir par en-dessous au travers du disque de verre.
Il n’est pour autant pas question de placer la came´ra imme´diatement en dessous du dispositif sous
peine de la de´te´riorer en cas de projection ou de´bordement des liquides. On utilise donc un miroir
a` 45◦sous le dispositif (voir Fig. III.2) que l’on filme a` une distance d’une trentaine de centime`tres
graˆce a` la came´ra, un zoom 12,5 - 75 mm et un jeu de bagues allonges qui permet d’ajuster au mieux
l’image a` la taille des ressauts observe´s. 3
Enfin, avec un tel dispositif le liquide s’e´coule en bord de plaque en colonne liquide dans le champ
de la came´ra. Pour ne pas eˆtre geˆne´ par ces colonnes il est donc ne´cessaire de pre´voir une gouttie`re
qui capte le liquide avant qu’il n’entre dans le champ et qui ne modifie pas localement les conditions
aux limites du ressaut.
Reste a` re´gler la question de l’e´clairage. Les liquides utilise´s e´tant transparents l’obtention d’un
bon contraste sur la plaque de verre n’est pas e´vidente. Nous avons fait le choix d’un ne´on circulaire
entourant le ressaut. La lumie`re se re´fle´chissant sur les parois du ressaut, celles-ci sont rendues tre`s
3. Avec un tel dispositif il est ne´cessaire d’utiliser un miroir premie`re surface (l’argenture du miroir n’est pas prote´ge´e
par une plaque de verre mais expose´e directement a` l’air libre) ce qui permet d’e´viter les re´flexions “fantoˆmes” dues aux
re´flexions parasites sur la paroi de verre d’un miroir classique.
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Figure III.2 – Sche´ma de´crivant la technique de visualisation : le dispositif est e´claire´ par un
ne´on circulaire (a) de manie`re a` e´clairer les bords du ressaut et a` les rendre lumineux a` l’image.
On utilise un disque de verre (b) (donc transparent) afin d’acque´rir les images par en dessous et
ce au travers d’un miroir premie`re surface (c) a` 45◦qui re´fle´chit l’image vers la came´ra (d). A`
ce dispositif est ajoute´e une gouttie`re (e) qui permet d’e´viter que les colonnes liquides forme´es
en bord de plaque n’entrent dans le champ de la came´ra.
lumineuses. Si l’on ajoute un fond noir au-dessus on obtient des images tre`s facilement exploitables
avec un bon contraste (voir Fig. III.3).
jet
ressaut
Figure III.3 – Image d’un ressaut hydraulique vu de dessous via notre dispositif de visualisation.
Au centre de l’image on voit le jet impactant (φ = 5 mm). La premie`re zone noire apre`s le
jet correspond a` la zone interne du ressaut (faible de´formation de la surface libre e´te´ donc
apparaissant en noir). On mesurera la position du ressaut hydraulique graˆce au diame`tre inte´rieur
de la zone noire en conside´rant que la position du ressaut se trouve de`s le de´but de la zone grise´e.
L’e´paisseur du ressaut est d’environ 1 mm, l’incertitude sur la position exacte du ressaut que
l’on commet est donc d’environ 0,5 mm. Dans cette photographie R∞ = 15 cm et la viscosite´ de
l’huile est de 20 cS.
III.4 Mesure des hauteurs
Dans un certain nombre d’expe´riences rapporte´es ici, nous avons eu besoin de mesurer des profils
de hauteur ou des variations de hauteur avec une grande pre´cision. Nous avons donc duˆ utiliser des
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techniques expe´rimentales adapte´es a` chaque configuration afin de trouver l’optimal entre efficacite´ et
pre´cision.
III.4.1 Le profondime`tre ou comparateur de puits
Pour s’assurer d’une bonne pre´cision dans la mesure des profils de hauteur expe´rimentaux nous
avons utilise´ l’instrument repre´sente´ en Fig. III.4 : un comparateur de puits muni d’une pointe est
fixe´ sur une platine de translation verticale dont on peut re´gler la position a` 10 µm pre`s, le tout
e´tant place´ sur un support rigide et horizontal. Pour re´aliser une mesure on place le tripode sur la
plaque de verre dans la zone sous-critique (on s’assure que les pieds de l’appareil ne modifient que
localement l’e´coulement et la hauteur de liquide et n’alte`rent en rien la mesure que l’on effectue au
niveau de la pointe). On descend ensuite la pointe jusqu’a` ce qu’elle touche la surface de l’huile, et
cette altitude sert alors de re´fe´rence. On continue ensuite a` enfoncer la pointe jusqu’au contact avec le
fond. L’aiguille du comparateur de puits se de´place de`s que le couple augmente ; cela nous permet de
nous arreˆter pre´cise´ment de`s le contact avec la plaque atteint. La seconde lecture du microme`tre nous
donnera ainsi une valeur de la hauteur pre´cise a` la dizaine de microns pre`s. Pour plus de se´curite´ on
peut re´pe´ter plusieurs fois l’expe´rience, la dispersion des re´sultats nous permettant d’estimer l’erreur
a` 0,02 mm.
III.4.2 E´stimation directe de la hauteur
La me´thode pre´ce´dente est certes efficace mais elle est fastidieuse et pose un certain nombre de
proble`mes : il est tre`s difficile de ne pas bouger le tre´pied et donc de prendre plusieurs mesures exacte-
ment au meˆme endroit ou sur une ligne. De plus il reste a` ve´rifier ce que l’on a admis pre´ce´demment,
c’est-a`-dire que les trois pieds du support ne perturbent absolument pas l’e´coulement et les hauteurs
au niveau du point de mesure.
Pour toutes ces raisons, nous avons mis au point une me´thode de mesure plus directe. Nous avons
donc utilise´ un objectif de 200 mm et un jeu de bagues allonges pour observer les hauteurs de liquides
en vue de coˆte´. Le champ de l’appareil est suffisamment faible pour nous permettre d’obtenir une
image pre´cise de la hauteur de liquide. Bien suˆr cette me´thode s’appuie sur le fait que la hauteur de
liquide diminue avec r dans la zone externe et elle nous interdit tout acce`s au profil de hauteur interne
qui est dissimule´e par la zone e´paisse de liquide tout autour du “mur”.
Pour obtenir la hauteur, on prend d’abord une image de la plaque propre ce qui nous fournira
la re´fe´rence. En soustrayant cette re´fe´rence aux images obtenues par la suite on obtient la hauteur
re´elle. Lors de l’observation a` rayon fixe´, les seules sources d’incertitudes sont les erreurs de lecture
sur l’image de re´fe´rence et les erreurs de lecture sur les hauteurs mesure´es. On obtient alors une erreur
de quelques dizaines de microns (autrement dit, une erreur le´ge`rement plus e´leve´e qu’avec la me´thode
pre´ce´dente mais qui reste du meˆme ordre de grandeur). Un exemple est donne´ dans le cas d’une prise
de vue de hauteur en bord de plaque en Fig. III.5.
Ce dispositif optique permet en outre de mesurer d’autres hauteurs. C’est avec cette me´thode que
nous avons mesure´ les hauteurs de liquide en sortie de ressaut (HJ(Q)). L’exercice est ici plus pe´rilleux.
En effet, la position ou` l’on filme correspond a` la zone directement apre`s le ressaut. Si l’on veut une
re´solution suffisante, il est donc ne´cessaire de bouger la came´ra au fur et a` mesure que l’on augmente le
de´bit et donc le rayon du ressaut RJ . Pour ce faire on place la came´ra et l’objectif sur une cre´maille`re,
mais subsistent un certain nombre de mouvements verticaux de la came´ra dus principalement a` des
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Microme`tre gradue´
Comparateur de puits
Support horizontal
Pointe de contact
Platine de translation
Figure III.4 – Photographie de l’instrument pour mesurer la profondeur. La pointe est mobile
verticalement et la lecture de l’altitude se fait a` 0.01 mm pre`s. Pour re´aliser une mesure on
descend la pointe jusqu’a` ce qu’elle touche la surface, puis jusqu’a` ce qu’elle entre en contact
avec la surface (l’aiguille du comparateur de puits va bouger). La diffe´rence entre les deux lectures
du vernier fournira ainsi une excellente estimation de la hauteur.
de´fauts d’horizontalite´. Pour conserver une hauteur de liquide absolue il faut donc mesurer l’effet sur
l’image du de´placement de la came´ra par rapport a` l’e´tat initial de re´fe´rence obtenu avec une plaque
se`che. Ainsi lorsqu’il est ne´cessaire de bouger la came´ra on prendra, a` de´bit constant, une image avant
et une apre`s le de´placement de la came´ra. La diffe´rence de hauteurs relatives mesure´es nous donnera
la variation de hauteur par rapport a` l’image de re´fe´rence. Cette technique a pour principal de´faut
d’additionner les erreurs que l’on fait sur la hauteur. Ne´anmoins, en prenant une image de la plaque
se`che a` la position finale de la came´ra, on peut se convaincre que notre valeur de re´fe´rence n’a pas
de´vie´ de plus de 30 microns et donc que la me´thode est pre´cise a` 30 µm environ.
III.5 Les limites du dispositif ou le ressaut peu circulaire
Dans certains cas limites extreˆmes, malgre´ toutes nos pre´cautions, le ressaut peut se de´former : la
structure circulaire se transforme progressivement en formant une excroissance liquide qui va s’am-
plifier avec le de´bit (voir Fig. III.6). Ce phe´nome`ne tre`s de´rangeant n’est pas duˆ a` l’injecteur : si l’on
tourne l’injecteur on conserve exactement la meˆme forme sans aucun de´placement de la structure.
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Figure III.5 – Montage de deux photographies permettant la mesure de l’e´paisseur de liquide
en bord de plaque. Sur toutes ces images l’e´coulement se fait de droite vers la gauche. Le liquide
s’e´coule ensuite verticalement le long du bord de la plaque. La premie`re image correspond au
bord de la plaque lorsqu’elle est se`che, comme rappele´ pre´ce´demment l’arreˆte est le´ge`rement
biseaute´e. La deuxie`me image correspond au bord de la plaque recouvert de liquide. La dernie`re
image indique la superposition des deux. Le trait noir figure 2 mm. On distingue tre`s clairement
sur le montage le substrat (bord de la plaque biseaute´e) ainsi que la couche de liquide le recouvrant
qui provient de la deuxie`me photo.
Il n’est pas duˆ non plus a` une e´ventuelle poussie`re ou perturbation de l’injection, il est en effet tre`s
reproductible. Nous pensons qu’il s’agit en fait d’une vorticite´ re´siduelle introduite par le parcours
du liquide dans les tubes d’alimentation qui modifie tre`s le´ge`rement l’injection de liquide et a pour
conse´quence de de´former le ressaut hydraulique. On s’en aperc¸oit aise´ment : si l’on bouge les tuyaux
(souples) sans toucher a` l’injecteur on fait tourner la structure forme´e avec le plan qui contient ces
tubes.
Afin de “supprimer” ce phe´nome`ne parasite nous avons cherche´ a` allonger au maximum la longueur
verticale du tuyau d’alimentation. Nous avons ajoute´ aussi une grille tre`s fine mais cela n’a eu au-
cune influence sur ce phe´nome`ne parasite. Seule une structure en nid d’abeille en amont de l’injection
aurait peut-eˆtre e´te´ susceptible de freiner ce phe´nome`ne, mais une telle structure aurait augmente´
conside´rablement les pertes de charges si bien que la gamme des de´bits a` laquelle ce phe´nome`ne est
geˆnant aurait e´te´ tout simplement inaccessible.
En effet, on peut observer ce phe´nome`ne uniquement pour des de´bits tre`s importants (au dela`
de 60 cm3/s−1) pour des viscosite´s faibles (ici pour 20 cS mais nous avons fait des essais avec une
huile a` 5 cS, dans ces conditions la de´formation advenait pour des de´bits assez faibles et de´formait
tre`s fortement le choc jusqu’a` la pre´sence d’un “coin” liquide). Ce phe´nome`ne semble aussi de´pendant
du rayon de la plaque. En effet, pour les plaques de petits rayons R∞ = 8 cm cette de´formation est
accrue. Pour quantifier les effets de cette de´formation nous mesurons le grand axe de cette structure
ainsi que le petit axe (tout deux passant par le centre de l’injecteur voir Fig. III.6). La diffe´rence des
deux sur la longueur du grand axe nous fournit une ide´e de l’erreur commise sur la valeur du rayon en
raison de ce phe´nome`ne parasite. Lorsque l’erreur est supe´rieure a` 5 % (2 mm pour un rayon de 4 cm)
on ne´glige simplement le point expe´rimental. Dans le cas ou` l’erreur est infe´rieure a` 5% on conside`re
que le rayon du ressaut vaut la somme du grand axe et du petit axe divise´e par 4.
Cet effet n’est actuellement pas compris et n’a jamais e´te´ e´tudie´ quantitativement. La difficulte´
tient au fait qu’il est tre`s difficile a` e´liminer mais aussi tre`s difficile a` maˆıtriser quantitativement car
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Figure III.6 – Ressaut hydraulique de´forme´. Nous pensons que la de´formation est due a` une
vorticite´ re´siduelle apparue dans le circuit hydraulique. Le liquide utilise´ est de l’huile silicone 20
cS, le diame`tre de l’injecteur est φ = 7 mm, le rayon du disque est R∞ = 15 cm. (a) croissance
de l’excroissance liquide : l’image (1) correspond a` un de´bit de 60 cm3/s−1 et l’on peut y voir
un ressaut hydraulique parfaitement circulaire. Les images sont obtenues a` de´bit croissant et
se´pare´es d’environ 4 cm3/s−1, on peut y voir la croissance du coin liquide. (b) Image d’un
ressaut de´forme´ a` 85 cm3/s−1. En rouge est repre´sente´ le petit axe de la structure, en bleu le
grand axe. La diffe´rence des deux divise´e par la valeur du grand axe donne une estimation de
l’erreur sur le rayon due au phe´nome`ne parasite. Si elle est plus importante que 5% le point
expe´rimental est ne´glige´. Dans le cas contraire, on conside`re que RJ vaut la somme du petit
et du grand axe divise´e par 4. Les taˆches blanches correspondent a` des bulles d’air forme´es au
niveau de l’impact du jet.
de´pendant du circuit d’alimentation. Dans ce me´moire nous tiendrons compte de ce phe´nome`ne comme
cela a e´te´ de´crit pre´ce´demment mais nous ne chercherons pas a` en pousser plus loin la compre´hension.
III.6 Premie`res mesures ou l’e´chec des lois d’e´chelles simples
Comme vu dans l’e´tude bibliographique la plupart des e´tudes sur le ressaut se sont concentre´es
sur la compre´hension de la loi liant le rayon du ressaut RJ au de´bit Q. Nous trac¸ons donc cette loi
expe´rimentale sur la Fig. III.7 en faisant varier les parame`tres physiques ν (trois viscosite´s sont tes-
te´es) et γ (deux tensions de surface sont compare´es) et les parame`tres ge´ome´triques φ (par le biais de
4 injecteurs de diame`tres diffe´rents) et R∞ (ou` trois diame`tres de plaque sont e´tudie´s).
Cette e´tude utilisant un grand nombre de parame`tres nous enseigne que :
(i) Les effets de la viscosite´ sont importants mais les effets de la tension de surface sont, comme
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attendu, assez faibles (bien que non nuls).
(ii) En ce qui concerne l’approche ge´ome´trique, si les effets ne semblent pas majeurs au premier
ordre il apparaˆıt que le rayon de la plaque R∞ a une influence non ne´gligeable sur le rayon du ressaut
et ceci n’a encore jamais e´te´ mentionne´ jusqu’a` pre´sent. 4
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Figure III.7 – Rayons du ressaut RJ en fonction du de´bit Q pour diffe´rents parame`tres physiques
et ge´ome´triques. (a) RJ en fonction de Q pour R∞ = 15 cm et φ = 3, 2 mm. Les liquides utilise´s
sont des huiles silicones (rouge) et des me´langes eau-glyce´rol (bleu) de diffe´rentes viscosite´s (20,
50 ,100 cS). (b) RJ en fonction de Q avec de l’huile silicone 20 cS. Nous avons fait varier les
proprie´te´s ge´ome´triques du syste`me : le rayon de la plaque R∞ (8, 10, 15 cm) et le diame`tre de
l’injecteur φ (7 mm (rouge), 5 mm (noir), 3,2 mm (vert) et 2 mm (bleu)).
Dans un premier de temps nous avons compare´ ces points expe´rimentaux aux lois d’e´chelles simples
obtenues dans les travaux ante´rieurs.
Le mode`le de Watson [114] ne peut eˆtre teste´ car il ne´cessite la connaissance de la hauteur apre`s
le ressaut comme parame`tre d’entre´e, il s’agit donc d’une approche incomple`te ne´cessitant l’approfon-
dissement de la mode´lisation de la zone externe. Nous proposerons plus loin un test de cette loi.
Pour commencer cette comparaison avec les lois d’e´chelles connues on se propose d’e´tudier celle
propose´e par Bohr (voir e´quation (II.61)). Nous avons donc compare´ le rayon du ressaut RJ avec une
loi Q5/8ν−3/8g−1/8 pour diffe´rents liquides dans la Fig. III.8. Comme on peut le constater, cette loi
d’e´chelle est correcte mais loin d’eˆtre parfaite : si elle capte tre`s bien la de´pendance en viscosite´, la
loi RJ(Q) n’est pas entie`rement convaincante. En re´alite´, si l’on ajuste les lois propose´es en Fig. III.7
par des lois de puissance on trouve des exposants compris entre 0,7 et 1. On est donc assez e´loigne´
des 0,625 que propose la loi d’e´chelle de Bohr et al. 5
Les travaux de Rojas et al. proposent aussi un certain nombre de lois d’e´chelles simples. Nous
avons donc simplement compare´ les lois d’e´chelles obtenues dans la partie (II.4.6) , RJa (II.107), RJb
(II.109), RJc (II.110), RJd (II.111) avec les points expe´rimentaux pour de l’huile silicone 20 cS, une
4. On a e´galement fait varier la distance entre l’injecteur et la plaque de 4 a` 40 mm. On n’observe alors aucune
variation de RJ supe´rieure au pourcent.
5. Il est bien e´vident que cette constatation nous permet d’e´liminer les mode´lisations de Godwin et Bre´chet qui
proposent une de´pendance en viscosite´ en -1/3 ce qui est tre`s proche des -3/8 propose´s par Bohr et al. mais une loi
pour RJ (Q) en Q
1/3 ce qui est donc bien moins satisfaisant que 5/8 et encore plus e´loigne´ de la re´alite´.
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Figure III.8 – Test de la loi d’e´chelle propose´e par Bohr et al. pour deux liquides diffe´rents et
cinq viscosite´s : eau-glyce´rol a` 18 cS (cercles rouges), huile silicone a` 20.4 cS (losanges verts),
eau-glyce´rol a` 44 cS (carre´s bleus), huile silicone a` 44.9 cS (croix noires) et huile silicone a` 98.8
cS (croix roses). Dans chaque cas RJ est reporte´ en fonction de la loi d’e´chelle : Q
5/8ν−3/8g−1/8.
Cette loi d’e´chelle ne re´ussit clairement pas a` s’ajuster proprement sur nos donne´es.
plaque de rayon R∞ = 15 cm et φ = 3, 2 mm. Le re´sultat est visible en Fig. III.9.
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Figure III.9 – Lois d’e´chelles pour RJ obtenues par Rojas et al. dans la partie (II.4.6) et
comparaison avec l’expe´rience. Le liquide utilise´ est de l’huile silicone 20 cS et la ge´ome´trie
est donne´e par R∞ = 15 cm et φ = 3, 2 mm. Les points expe´rimentaux sont repre´sente´s par les
cercles noirs. Les lois d’e´chelles sont repre´sente´es comme suit : RJa (II.107) (couleur grise), RJb
(II.109) (couleur rouge), RJc (II.110) (couleur noire) et RJd (II.111) (couleur bleue). Comme on
peut le constater, aucune de ces lois ne s’ajuste sur les donne´es... Toutefois comme on pouvait s’y
attendre, c’est la loi d’e´chelle la plus complexe qui s’ajuste le mieux aux donne´es sans toutefois
parvenir a` s’ajuster parfaitement aux points expe´rimentaux.
Comme on peut le constater, l’accord entre the´orie et expe´riences n’est pas bon et ce malgre´ une
mode´lisation plus fine tenant davantage compte de la zone externe.
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Face a` ce manque de mode´lisations analytiques simples et convaincantes, la plupart des auteurs
se sont tourne´s, comme on l’a vu, vers des approches plus nume´riques ne´cessitant l’inte´gration des
e´quations de base. Cette approche, outre sa difficulte´ d’usage, ne´cessite e´galement un ou plusieurs
points expe´rimentaux : on perd alors le caracte`re pre´dictif de la mode´lisation. On constate aussi que
la plupart des the´ories existantes peinent a` mode´liser le profil exte´rieur et qu’aucune ne s’appuie
sur des donne´es expe´rimentales exhaustives pour cette mode´lisation. Nous avons donc e´te´ amene´s,
dans le pre´sent manuscrit, a` reconside´rer la question de la zone externe d’une fac¸on plus pre´cise.
Empiriquement, nous avons alors de´couvert qu’une condition impre´vue, sur le nombre de Froude
en sortie du ressaut s’appliquait et conditionnait la se´lection du rayon RJ(Q), imposant une forme
analytique simple de fac¸on tre`s inattendue et compatible avec les donne´es expe´rimentales.
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Chapitre IV
Vers une nouvelle the´orie, ou une
exploration en partant du bord
Et si on commenc¸ait le puzzle par les bords...
IV.1 Objectif et ide´e de de´part
Comme on l’a vu dans la partie bibliographique il existe un consensus sur la mode´lisation de la zone
interne qui, a` des niveaux de complexite´ divers, s’assimile au mode`le de Watson. La condition de choc
peut eˆtre ou bien inte´gre´e dans les e´quations lorsque l’on traite le proble`me nume´riquement ou bien,
lorsque l’on proce`de a` une approche plus analytique, de´rive´e de celle de Be´langer (avec e´ventuellement
l’ajout de la contribution de la tension de surface). En revanche la plupart des mode`les divergent en
ce qui concerne la zone externe : certains auteurs ne de´crivent pas cette zone et/ou utilisent un point
du profil exte´rieur comme parame`tre d’entre´e pour permettre l’inte´gration nume´rique des e´quations
ou l’application de la condition de choc. D’autres proposent des mode´lisations de la zone exte´rieure
mais peinent a` de´finir une condition aux limites permettant d’obtenir une e´quation utilisable du profil
exte´rieur. 1
Nous avons donc choisi, en ce qui nous concerne, de raisonner sur cette question du ressaut hydrau-
lique circulaire comme face a` un puzzle : en commenc¸ant par les bords. On se propose donc d’explorer
1. Bohr et al. ne de´finissent pas clairement la position de la singularite´ qu’ils utilisent et proposent d’utiliser le bord
de la plaque. Il ne s’agit toutefois pas d’une hypothe`se de´montre´e. Kasimov essaye lui de pre´dire un point du profil
exte´rieur. Toutefois sa mode´lisation du point en bord de plaque est loin d’eˆtre convaincante...
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notre syste`me depuis le bord exte´rieur. Nous de´velopperons donc dans les paragraphes qui suivent
un mode`le pour le profil d’e´paisseur exte´rieure que nous testerons expe´rimentalement. On examinera
ensuite le raccordement de ce profil au choc. En de´coulera une condition inattendue au choc que nous
ve´rifierons expe´rimentalement et nous en de´duirons alors une nouvelle expression analytique pour
R(Q).
IV.2 Profil exte´rieur
IV.2.1 Mode´lisation en terme de lubrification et validation expe´rimentale
Pour mode´liser l’e´coulement exte´rieur, a` la vue des conditions aux limites (e´coulement quasi pa-
ralle`le) nous faisons le choix d’un mode`le simple : on propose donc de mode´liser l’e´coulement par un
demi-Poiseuille. On se place dans la zone externe donc sous critique. La pente locale est toujours faible,
le nombre de Reynolds re´duit est e´galement faible (on a typiquement Re′ ∼ QHJ/(2piR2∞ν) ∼ 5 10−2
et la pente est de l’ordre de 2, 5 10−2). On peut donc se placer dans l’approximation de lubrification.
La vitesse de l’e´coulement est alors donne´e par un e´quilibre entre la pression hydrostatique et les
frottements visqueux sur la surface du verre (voir Fig. IV.1).
∇P = ρg∇H
3η<U>H2
R∞
H∞
Figure IV.1 – Sche´ma de principe pour un mode`le de la zone externe du ressaut. On mode´lise
l’e´coulement par un demi Poiseuille (profil parabolique). On ne conside`re que la pression hydro-
statique comme moteur de l’e´coulement et la friction a` la surface solide. L’inertie est ne´glige´e.
< U > correspond a` la vitesse moyenne de l’e´coulement.
Plus pre´cise´ment l’e´quation re´gissant l’e´coulement est donne´e par :
3η
< U(r) >
H(r)2
= −ρg dH(r)
dr
, (IV.1)
avec < U(r) > la vitesse moyenne dans le sens radial. En couplant cette e´quation (IV.1) avec la
conservation du de´bit Q = 2pir < U > H on obtient :
dH(r)
dr
H(r)3 = − 3
2pi
νQ
rg
. (IV.2)
Apre`s inte´gration on obtient :
H(r) =
(
H4∞ +
6
pi
νQ
g
ln
(
R∞
r
))1/4
, (IV.3)
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ou` le couple (R∞;H∞) est de´fini comme la hauteur de plaque au niveau de r = R∞ le rayon du disque
de verre. 2
Comme nous l’avons vu, ce type de profil de hauteur a de´ja` e´te´ rapporte´ dans la litte´rature
[8, 57, 113, 98] mais n’a jamais fait l’objet d’une ve´rification expe´rimentale. Dans ces diffe´rents mode`les
le choix du couple (R∞;H∞) est vague : dans certains cas les auteurs ont conside´re´ que la hauteur est
nulle en bord de plaque 3, dans d’autres cas qu’elle est impose´e par le profil de vitesse au niveau du
bord 4, ou enfin elle est conside´re´e comme une valeur arbitraire et constante correspondant a` la hauteur
d’un mur de confinement ou non 5. Nous nous proposons donc d’utiliser des valeurs expe´rimentales de
H∞ mesure´es par nos soin pour valider ce mode`le.
Il est tre`s simple de tester ce mode`le sur les profils de hauteurs expe´rimentaux que nous avons
obtenus en utilisant le profondime`tre. La Fig. IV.2 pre´sente un tel profil.
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Figure IV.2 – Profil exte´rieur de la hauteur de liquide. Le liquide utilise´ est de l’huile silicone
(20 cS). Nous sommes donc dans un cas de mouillage total. Le de´bit (mesure´) est de 17 cm3.s−1
et l’e´paisseur mesure´e en bord de plaque (R∞ = 15 cm) est H∞ = 1.4 mm. L’e´quation (IV.3)
est repre´sente´e par la ligne noire continue (sans parame`tre ajustable puisque les valeurs des
parame`tres physiques sont de´termine´es expe´rimentalement). La position du ressaut est indique´e
a` titre d’information par la ligne verticale.
Comme on peut le voir, l’accord entre the´orie et points expe´rimentaux est excellent. Le trait noir
continu repre´sente l’e´quation (IV.3) avec comme parame`tres d’entre´e les valeurs mesure´es expe´ri-
mentalement du de´bit Q et de H∞. Cet accord est obtenu sans aucun parame`tre ajustable, notre
mode´lisation s’ave`re donc particulie`rement robuste.
On note toutefois qu’a` l’approche du ressaut l’accord diminue entre points expe´rimentaux et the´o-
2. Expe´rimentalement, nous ferons le choix de mesurer H∞ 5 mm un peu avant le bord de la plaque afin d’e´viter
justement les effets de bord.
3. Bohr et al. [8]
4. Kasimov [63]
5. Higuera et Rojas et al. [57, 98]
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rie. Cela est principalement duˆ aux effets de l’inertie qui ont e´te´ ne´glige´s dans notre mode`le. Cette
hypothe`se semble tout a` fait cohe´rente avec le fait que l’inertie joue le roˆle d’un moteur supple´men-
taire a` l’e´coulement et donc aura tendance a` aplatir le profil expe´rimental. Outre l’inertie, le fait de
ne pas retrouver le profil attendu s’explique aussi par la pre´sence d’une recirculation apre`s le ressaut
qui signifie tre`s clairement qu’en sortie de ressaut le profil de vitesse ne peut eˆtre assimile´ a` un demi-
Poiseuille. Cet effet aurait quant-a`-lui plutoˆt tendance a` augmenter localement la hauteur.
Pour quantifier davantage l’e´cart entre the´orie et expe´rience, on se propose de tracer H4 −H4∞ en
fonction de 6/piνQ/gln(R∞/r) (voir Fig. IV.3). On pourra ainsi e´valuer la zone d’influence re´elle du
terme d’inertie, en particulier apre`s le ressaut et juste avant le bord de la plaque. Comme l’axe des
abscisses de´pend en log de 1/r nous avons choisi pour ne montrer que la partie inte´ressante du profil
de ne conside´rer que les points situe´s apre`s le maximum de hauteur atteint (maximum inclu).
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Figure IV.3 – H4 −H4∞ en fonction de 6/piνQ/gln(R∞/r). La ligne noire correspond donc a`
la loi attendue (sans parame`tre ajustable). Les points repre´sente´s sont les meˆmes que ceux de la
Fig. IV.2. Les conditions expe´rimentales sont donc identiques. Comme on peut le voir l’accord
est excellent pour r > 2RJ .
Comme on peut le voir sur la figure le re´sultat est tout a` fait convenable d’autant plus que l’erreur
est volontairement mise en avant en conside´rant la puissance 4 des hauteurs. Globalement on peut en
conclure que l’inertie ne joue aucun roˆle 3 cm apre`s le ressaut r ≈ 4RJ , et joue un roˆle assez faible
(suffisamment pour la ne´gliger en tout cas) a` partir de r ≈ 2RJ . On peut donc conside´rer que le profil
de hauteur est bien mode´lise´ par (IV.3) apre`s cette dernie`re limite. En particulier on montre qu’en
bout de plaque le mode`le reste correct malgre´ l’influence locale du bord de la plaque sur l’e´coulement.
IV.2.2 Note sur la hauteur en bord de plaque
Comme on le voit dans le mode`le pre´sente´ dans la partie pre´ce´dente la hauteur en bord de plaque
H∞ joue un roˆle crucial dans la mode´lisation du profil exte´rieur.
Nous avons donc re´alise´ une se´rie d’expe´riences dans le cas de l’huile silicone a` 20 cS pour observer
les variations de H∞ en fonction du de´bit Q et de divers facteurs ge´ome´triques R∞, φ. Utilisant de
l’huile silicone, nous sommes en situation de mouillage total. Donc le liquide s’e´coule le long de la
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paroi sous forme d’un film homoge`ne avant de se se´parer en colonnes liquides sous la plaque. H∞ est
donc bien homoge`ne sur tout le bord de la plaque. Comme on peut le voir sur la Fig. IV.4 H∞ varie
assez peu en fonction du de´bit (on peut ajuster les points expe´rimentaux par une loi de puissance
d’exposant variant entre 0,1 et 0,17), tre`s peu suivant le diame`tre d’injection (pour un facteur deux on
ne constate quasiment aucune variation) et relativement faiblement en fonction du rayon de la plaque
meˆme si l’influence est plus marque´e que dans les deux cas pre´ce´dents. On peut constater que plus
R∞ augmente plus H∞ diminue (typiquement 30 % de variation pour un facteur 2 sur R∞)
La valeur de H∞ se situe aux alentours de 1,75 mm, ce qui correspond a` une valeur de l’ordre de
la longueur capillaire pour l’huile silicone (lc ∼
√
γ
ρg ∼ 1, 4 mm avec γ la tension de surface et ρ la
masse volumique).
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Figure IV.4 – La hauteur en bord de plaque H∞ en fonction du de´bit Q pour diffe´rents para-
me`tres expe´rimentaux. Le liquide utilise´ est de l’huile a` 20 cS. (a) H∞ en fonction de Q pour φ=
3,2 mm, trois rayons de disque R∞ sont reporte´s : 8 cm (cercles rouges), 10 cm (carre´s bleus)
et 15 cm (losanges verts). (b) H∞ en fonction de Q pour deux tailles d’injecteurs (φ = 3,2 mm
(cercles) et 7mm (carre´s)) et deux rayons de disques (8 cm (rouge) et 10 cm (bleu)).
Comme pre´cise´ plus haut, nous avons e´galement mesure´ l’influence de la tension de surface sur le
rayon du ressaut hydraulique. Nous avons donc utilise´ des me´langes eau-glycerol. Dans ce cas H∞ est
plus difficile a` mesurer car le liquide s’e´coule sur le verre en situation de mouillage partiel. Ne´anmoins
si l’on travaille avec un disque de verre suffisamment propre le liquide mouille entie`rement le dessus
de la plaque, le de´mouillage ne se produisant que sur le bord late´ral du disque avec la formation de
ruisselets qui brisent le´ge`rement la syme´trie de l’e´coulement sur le pe´rime`tre du disque. Le nombre
total de ruisselets N sera fonction de nombreux parame`tres : le rayon de la plaque R∞, le de´bit Q,
la viscosite´ cine´matique ν... il sera typiquement autour de 20 ce qui limite beaucoup la brisure de
syme´trie. Ces filets liquides influent le´ge`rement sur la hauteur de liquide en bord de plaque. On ne
peut donc pas mesurer H∞ de la meˆme manie`re que pre´ce´demment. Qualitativement nous observons
que la syme´trie radiale reste pre´serve´e partout excepte´ a` la proximite´ directe du pe´rime`tre du disque,
la` ou` H∞ est justement mesure´e.
Ne´anmoins le profondime`tre utilise´ a` plusieurs endroits (mais toujours a` 5 mm de l’arreˆte de la
plaque) et pour plusieurs de´bits nous fournit une valeur de H∞ constante et tre`s proche de 3 mm (soit
96
CHAPITRE IV. VERS UNE NOUVELLE THE´ORIE, OU UNE EXPLORATION EN PARTANT DU
BORD
le´ge`rement supe´rieure a` la longueur capillaire du me´lange qui se situe aux alentours de 2,5 mm), les
fluctuations dues aux perturbations cause´es par les ruisselets n’exce`dent pas quelques pourcents. Cette
valeur est cohe´rente avec la valeur constante de´ja` e´tablie par Dressaire et al. [36] dans une expe´rience
tre`s similaire.
Cette valeur de 3 mm e´tant a` nouveau tre`s proche de la longueur capillaire du liquide utilise´,
on soupc¸onne qu’elle soit impose´e au premier ordre par un e´quilibre entre pression hydrostatique et
tension de surface. 6
IV.2.3 Hauteur exte´rieure apre`s le choc
Revenons maintenant au profil de hauteur exte´rieure de´fini par l’e´quation (IV.3) et a` sa ve´rification
expe´rimentale en Fig. IV.2. Comme on peut le constater, le profil de hauteur permet de proposer deux
de´finitions de HJ la hauteur de liquide en sortie de ressaut. La premie`re HJ1 est la valeur mesure´e
juste apre`s le choc c’est-a`-dire la hauteur maximum en sortie de ressaut. La seconde de´finition HJ2
correspond a` la valeur extrapole´e de H(RJ) provenant de l’e´quation (IV.3) prise a` la position du
ressaut RJ obtenue expe´rimentalement. Pour plus de clarte´ nous avons indique´ sur la Fig. IV.5 les
deux de´finitions possibles pour HJ .
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Figure IV.5 – Profil exte´rieur de la hauteur de liquide (voir Fig. IV.2 pour les de´tails tech-
niques). L’e´quation (IV.3) est repre´sente´e par la ligne noire continue (sans parame`tre ajustable
puisque les valeurs des parame`tres physiques sont de´termine´es expe´rimentalement). La position
du ressaut est indique´e a` titre d’information par la ligne verticale. Deux valeurs pour HJ peuvent
eˆtre extraites : HJ1 la hauteur mesure´e expe´rimentalement juste en sortie de ressaut et HJ2 la
valeur extrapole´e de l’e´paisseur de liquide calcule´e a` partir de l’e´quation (IV.3) en RJ .
Ces deux de´finitions pre´sentent l’avantage d’e´viter d’avoir a` conside´rer la structure complexe de
l’e´coulement en sortie de ressaut. Bien suˆr la premie`re de´finition HJ1 est plus naturelle mais la seconde
ou` HJ = HJ2 nous permettra de de´velopper analytiquement notre mode`le.
L’utilisation de ces deux de´finitions pourrait eˆtre un re´el proble`me si ces deux valeurs de HJ
n’e´taient pas proportionnelles l’une a` l’autre. Expe´rimentalement nous avons pu ve´rifier sur notre
gamme de de´bits et en faisant varier les parame`tres ge´ome´triques qu’il existait toujours une relation
de proportionnalite´ entre HJ1 et HJ2. Si bien qu’il est possible de de´finir un coefficient β de´pendant
6. En tout e´tat de cause la mode´lisation de H∞ s’ave`re tre`s difficile et nous n’y sommes pas parvenu.
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des parame`tres ge´ome´triques tels que :
HJ1
HJ2
= β(φ,R∞). (IV.4)
Bien entendu cette proportionnalite´ entre HJ1 et HJ2 peut eˆtre ve´rifie´e expe´rimentalement. Les
re´sultats de cette comparaison sont visibles sur la Fig. IV.6.
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Figure IV.6 – Rapport β (de´fini en IV.4) comme HJ1 sur HJ2 ou` HJ1 correspond a` la hau-
teur mesure´e et HJ2 la hauteur extrapole´e a` partir du mode`le (IV.3) en fonction du de´bit pour
diffe´rents rayons de plaque R∞ et diffe´rents diame`tres d’injecteurs φ. Le liquide utilise´ est de
l’huile silicone 20 cS. La figure (a) repre´sente β pour R∞ = 15 cm et pour quatre valeurs de φ
(7 mm (bleu), 3,2 mm (rouge), 2 mm (vert) et 1,1 mm (noir)). La figure (b) repre´sente β pour
R∞ = 10 cm et pour trois diame`tres d’injecteurs (7 mm (bleu), 3,2 mm (rouge) et 2 mm (vert)).
Comme on peut le voir, on a bien HJ1 proportionnel a` HJ2 aux incertitudes de mesure pre`s. De
fait, on n’observe aucune tendance a` variation reproductible entre les diffe´rentes courbes. Les courbes
de la Fig. IV.6 nous permettent d’obtenir les coefficients β dont la valeur varie entre 0,88 et 0,94 en
fonction de la ge´ome´trie. Nous ne savons pas encore ce qui explique ces variations en fonction de la
ge´ome´trie. Toutefois il semble que le rayon du disque n’a quasiment aucune influence tandis que plus
le diame`tre de l’injecteur diminue plus le rapport augmente 7.
IV.2.4 Conclusion
La conclusion de cette partie tient en une formule :
H(r) =
(
H4∞ +
6
pi
νQ
g
ln
(
R∞
r
))1/4
.
Cette loi qui provient de l’e´quilibre entre pression hydrostatique et frottement visqueux sur la paroi
solide avec un profil d’e´coulement parabolique fournit un excellent mode`le de la zone exte´rieure, ex-
cepte´ juste apre`s le ressaut.
Le profil propose´ pose e´galement la question de la valeur de la hauteur juste au bord de la plaque :
7. Excepte´ pour φ = 1, 1 mm mais nous posse´dons tre`s peu de points.
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H∞. On retiendra que cette longueur est dans tout les cas le´ge`rement supe´rieure a` la longueur capil-
laire.
En outre, on a vue que l’on pouvait de´finir deux valeurs pour HJ : HJ1 la valeur mesure´e juste
apre`s le choc c’est-a`-dire la hauteur maximum en sortie de ressaut et HJ2 correspondant a` la va-
leur extrapole´e de H(RJ) provenant de l’e´quation (IV.3) prise a` la position du ressaut RJ obtenue
expe´rimentalement.
IV.3 Raccordement au choc
Curieusement, le nombre de Froude Fr n’a e´te´ que tre`s peu e´tudie´ dans ce syste`me de ressaut
hydraulique circulaire. Pourtant c’est le nombre sans dimension classique pour l’e´tude des ressauts
dans un canal. On se propose donc ici d’e´tudier le comportement du nombre de Froude observe´
localement a` la sortie du ressaut. Le Froude local se construit comme Fr = U(r)/
√
gH(r) avec U(r)
la vitesse moyenne locale et H(r) la hauteur de liquide locale. Le nombre de Froude apre`s le ressaut
s’e´crira donc Fr = UJ/
√
gHJ , ou` UJ la vitesse moyenne juste apre`s le choc et HJ la hauteur juste
apre`s le choc (voir Fig. IV.7).
RJ
UJ
HJ
Fr = UJ√
gHJ
Figure IV.7 – De´finition du nombre de Froude en sortie de ressaut.
Afin de de´terminer la valeur du nombre de Froude sans ambiguite´, on utilise la conservation du
de´bit : Q = 2piRUH. On aboutit alors a` : Fr = Q
2pig1/2RH3/2
, qui, si l’on s’inte´resse au nombre de
Froude en sortie de ressaut et que l’on conside`re la profondeur du ressaut (selon r) comme ne´gligeable
(ce qui revient a` supposer un choc d’e´paisseur nulle) devient :
Fr =
Q
2pig1/2RJH
3/2
J
. (IV.5)
Les mesures de la hauteur HJ et du rayon du ressaut RJ en fonction du de´bit Q suffisent donc a`
estimer la valeur de Fr. Comme on l’a vu pre´ce´demment, il y a plusieurs de´finitions pour HJ : HJ1
la mesure directe obtenue expe´rimentalement et HJ2 la mesure provenant de l’e´quation (IV.3) prise a`
la position du ressaut RJ obtenue expe´rimentalement. On peut donc de´finir deux nombres de Froude
a` l’aide de ces de´finitions : Fr1 =
Q
2pig1/2RJH
3/2
J1
et Fr2 =
Q
2pig1/2RJH
3/2
J2
.
Sur la Fig. IV.8 on repre´sente donc les deux nombres de Froude de sortie Fr1 et Fr2 pour de
l’huile silicone a` 20 cS avec R∞ = 15 cm et φ = 3, 2 mm. Pour obtenir Fr1, on mesure directement
HJ et RJ puis on obtient Fr1 en utilisant l’e´quation (IV.5). Pour obtenir Fr2 on mesure RJ puis l’on
obtient HJ graˆce a` (IV.3) et l’on obtient alors Fr2 a` partir de (IV.5).
Le principal re´sultat de cette observation est que les deux nombres de Froude Fr1 et Fr2 ap-
paraissent comme inde´pendants du de´bit, ou alors de manie`re imperceptible. On mesure Fr1 ≈
0, 38±0, 02 et Fr2 ≈ 0, 33±0, 01. Seul le premier point de la courbe semble diffe´rer de cette tendance.
Cela peut s’expliquer par le fait que les tout premiers points de´pendent tre`s fortement de la tension
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Figure IV.8 – Observation expe´rimentale des nombres de Froude locaux Fr1 et Fr2 de´finis par
la relation IV.5 en fonction du de´bit. Le liquide utilise´ est de l’huile silicone 20 cS, dans cette
configuration R∞ = 15 cm et φ = 3, 2 mm. On observe que les deux nombres de Froude sont
constants et que Fr1 vaut Fr1 ≈ 0, 38± 0, 02 et Fr2 vaut Fr2 ≈ 0, 33± 0, 01.
de surface car le rayon du ressaut est tre`s faible 8. On ne s’e´tonnera pas du fait que les deux Froude
sont tous deux constants. En effet, on a HJ1 proportionnelle a` HJ2 et d’apre`s (IV.5) les deux nombres
de Froude sont proportionnels et donc si l’un est constant l’autre l’est aussi.
Comme attendu par la the´orie, Fr est bien infe´rieur a` 1 dans la zone sous critique. Ne´anmoins
un nombre de Froude constant en sortie de ressaut est un re´sultat qui n’a jamais e´te´ reporte´ dans la
litte´rature, ni expe´rimentalement ni the´oriquement.
On peut se demander si ce nombre de Froude varie en fonction de la viscosite´, de la tension de
surface ou en fonction des parame`tres ge´ome´triques du syste`me (le diame`tre de la buse φ, le rayon de
la plaque R∞). Nous avons donc trace´ Fr2 en fonction de Q pour diffe´rentes viscosite´s et tensions de
surface sur la Fig. IV.9 9.
On constate que le nombre de Froude (du moins Fr2 mais tre`s vraisemblablement Fr1 e´galement)
est constant et inde´pendant du de´bit, de la viscosite´ et de la tension de surface et vaut Fr2 ≈
0, 33± 0, 01. 10.
Nous avons donc e´te´ amene´s, empiriquement, a` utiliser une condition de choc alternative a` toutes
les pre´ce´dentes : un nombre de Froude constant en sortie de ressaut. 11
8. Ce re´sultat d’un nombre de Froude constant en sortie de ressaut est avance´ ici pour la premie`re fois, on ne trouve
aucune trace d’un tel re´sultat dans la litte´rature.
9. On ne repre´sente pas Fr1 car les mesures de hauteur apre`s le ressaut sont de´licates et souvent perturbe´es par des
bulles pie´ge´es dans des liquides trop visqueux.
10. On constate a` nouveau que les premiers points de chaque courbe sont le´ge`rement e´carte´s, nous l’expliquons par
l’influence de la tension de surface aux faibles rayons.
11. On notera e´galement que le fait d’obtenir une proportionnalite´ entre HJ1 et HJ2 est probablement lie´ au fait
d’obtenir un nombre de Froude constant : si le Froude est constant cela signifie que les effets inertiaux auront toujours
le meˆme poids relativement aux effets gravitaires. On peut donc voir les effets inertiaux comme une correction propor-
tionnelle aux termes gravitaires, les ne´gliger comme cela est fait pour (IV.3) ne modifiera donc pas l’e´volution de H
avec les parame`tres physiques, mais modifiera uniquement le pre´facteur de H.
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Figure IV.9 – Observation expe´rimentale du nombre de Froude Fr2 en fonction du de´bit pour
deux liquides diffe´rents et cinq viscosite´s : eau-glyce´rol a` 18 cS (cercles rouges), huile silicone
a` 20.4 cS (losanges verts), eau-glyce´rol a` 44 cS (carre´s bleus), huile silicone a` 44.9 cS (croix
noires) et huile silicone a` 98.8 cS (croix roses). Le liquide utilise´ est de l’huile silicone 20 cS, dans
cette configuration R∞ = 15 cm et φ = 3, 2 mm. On observe que toutes les courbes s’ajustent
sur une meˆme courbe maˆıtresse ou` Fr2 ≈ 0, 33± 0, 01.
IV.4 Conse´quence pour R(Q)
Nous nous proposons maintenant de re´unir les diffe´rents e´le´ments de´taille´s pre´ce´demment pour
aboutir a` de nouvelles lois permettant de pre´dire le comportement du ressaut. On se propose dans un
premier temps d’e´tablir une nouvelle loi pre´dictive liant le rayon du ressaut RJ et le de´bit Q.
On se place juste apre`s le ressaut et l’on suppose r = RJ : le nombre de Froude s’e´crit :
Fr =
Q
2pig1/2RJH
3/2
J
,
comme vu en (IV.5). Si l’on conside`re Fr2 (et donc HJ = HJ2) on obtient :
Q = 2piFr2g
1/2RJ
(
H4∞ +
6
pi
νQ
g
ln
(
R∞
RJ
))3/8
. (IV.6)
Cette e´quation, relativement simple, permet de lier RJ , Q, ν, g, Fr2, H∞ et R∞. Elle reste toutefois
assez peu tractable : H∞ n’est pas connue et de´pend de nombreux parame`tres (tension de surface γ,
de´bit Q, parame`tres ge´ome´triques R∞ ou φ).
Afin de mesurer le poids relatif de H4∞ on le compare au deuxie`me terme de H :
6
pi
νQ
g ln
(
R∞
RJ
)
(voir Fig. IV.10).
La valeur de H∞ a une influence tre`s faible sur HJ dans le cas du mouillage total (entre 3 et 7 %).
On peut ainsi conside´rer que, en particulier pour le cas R∞ = 15 cm, H4∞  6pi νQg ln
(
R∞
RJ
)
et donc
que HJ ≈
(
6
pi
νQ
g ln
(
R∞
RJ
))1/4
. Ainsi l’e´quation (IV.6) prend la forme :
RJ
(
ln
(
R∞
RJ
))3/8
=
1
2pi
(
6
pi
)−3/8
Fr−12 Q
5/8ν−3/8g−1/8, (IV.7)
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Figure IV.10 – On trace le rapport 6
pi
νQ
g
ln
(
R∞
RJ
)
sur H4∞ en fonction du rayon de ressaut
RJ . Le liquide utilise´ est de l’huile silicone 20 cS. En outre on a φ = 3,2 mm. Trois rayons de
plaque R∞ sont teste´s : 15 cm (cercles rouges), 10 cm (carre´s bleus) et 8 cm (losanges verts).
Comme on peut le voir ce rapport est tre`s important. On pourra donc raisonnablement ne´gliger
H∞ dans les e´quations.
c’est-a`-dire
RJ
(
ln
(
R∞
RJ
))3/8
= KQ5/8ν−3/8g−1/8, (IV.8)
avec K = 12pi
(
6
pi
)−3/8
Fr−12 .
On retrouve ainsi la loi d’e´chelle propose´e par Bohr et al. (voir e´quation (II.61)). Mais dans notre
cas nous obtenons un terme logarithmique supple´mentaire non ne´gligeable. On peut aussi estimer les
valeurs du pre´facteur de cette loi en connaissant la valeur du nombre de Froude (Fr2 ≈ 0, 33).
Pour autant, dans le cas ou` l’on conside`re un me´lange eau-glyce´rol, il faut nous montrer plus
prudent : dans le cas d’un me´lange eau glyce´rol peu visqueux l’approximation H4∞  6pi νQg ln
(
R∞
RJ
)
n’est plus valable (H∞ varie a` la puissance 4). Il faut alors conside´rer l’ensemble des termes de
l’e´quation (IV.6) sous peine de commettre de lourdes erreurs sur l’estimation du rayon de ressaut. 12
Le rapport 6pi
νQ
g ln
(
R∞
RJ
)
sur H4∞ nous indique que dans le cas d’un me´lange eau glyce´rol de 44
cS la viscosite´ est telle que H∞ peut eˆtre ne´glige´ en assez bonne approximation, tandis que pour le
me´lange eau glyce´rol moins visqueux (18 cS) H∞ ne peut plus eˆtre ne´glige´. Il faut alors prendre en
compte tous les termes de (IV.6). On tracera alors la courbe :
Q = Fr2 f(RJ , Q,H∞), (IV.9)
12. Un exemple dans la litte´rature de´montre l’importance de ce H∞ en cas de mouillage partiel [91]. Dans cette
e´tude sont utilise´s des disques de diffe´rentes matie`res (Perspex (PMMA) et aluminium) fortement chanfreine´s ou droits,
le´ge`rement coniques ou non avec diffe´rents rayons de plaques R∞. Dans le cas de l’aluminium le mouillage en bord de
plaque est assez faible on peut donc s’attendre a` H∞ assez faible et l’on observe RJ assez grand. Dans le cas du PMMA
l’angle de contact est au contraire assez e´leve´. On s’attend donc a` un fort H∞ et l’on observe alors RJ beaucoup plus
faible a` de´bit fixe´ que dans le cas pre´ce´dent. Le fait de chanfreiner ou d’utiliser un coˆne incline´ de 2 degre´s va dans le
sens d’une diminution de H∞ et donc d’une augmentation de RJ par rapport au cas standard et c’est bien ce que l’on
peut observer. Pour plus d’informations on se reportera a` [91].
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avec f(RJ , Q,H∞) = g1/22piRJ(H4∞ +
6
pi
νQ
g ln(
R∞
RJ
))3/8.
Les re´sultats expe´rimentaux pour diffe´rentes viscosite´s et tensions de surface sont compare´s aux
lois (IV.8) et (IV.9) dans la Fig. IV.11. Afin de comparer les points expe´rimentaux obtenus avec un
me´lange eau glyce´rol a` 18 cS et la loi (IV.9) on utilise, en conformite´ avec les mesures expose´es dans
la section IV.2.2, une valeur unique pour H∞ de 3 mm.
On peut tirer plusieurs enseignements des courbes pre´sente´es en Fig. IV.11 : le premier est que
nous avons ici propose´ une loi analytique simple en excellent accord avec l’ensemble des donne´es
expe´rimentales teste´es. D’autre part, nous apportons ici une preuve expe´rimentale que le nombre de
Froude en sortie de ressaut ne de´pend pas de la viscosite´ ni meˆme de la tension de surface car les lois
utilise´es ((IV.8) et (IV.9)) sont intrinse`quement base´es sur la constance de Fr... Cette courbe permet
aussi de montrer que l’effet de la viscosite´ est bien de´crit par l’exposant −3/8. Cette de´pendance en
viscosite´ bien qu’attendue the´oriquement n’avait encore jamais e´te´ observe´e expe´rimentalement. La
valeur de Fr que l’on peut extraire de cette courbe correspond bien au 0,33 attendu. On observe aussi
que les variations de la tension de surface ne modifient pas la loi observe´e. Cela a e´te´ sugge´re´ par les
travaux de Bush et al. qui ont montre´ la faible influence de ce parame`tre.
Nous avons donc abouti a` une expression analytique qui permet de lier le rayon du ressaut avec les
principaux parame`tres physiques par une loi simple, chose qui n’avait jamais e´te´ faite jusqu’a` pre´sent.
IV.5 Effets de la ge´ome´trie
IV.5.1 Nombre de Froude
On se propose maintenant d’explorer les effets ge´ome´triques sur le nombre de Froude. Nous avons
de´ja` vu que ces effets intervenaient de fac¸on non ne´gligeable sur le profil de hauteur (cf IV.2.2 et
IV.2.3). On mesure alors la valeur expe´rimentale des deux nombres de Froude que nous avions de´fini
pre´ce´demment en fonction de la ge´ome´trie.
Comme cela est visible sur la Fig. IV.12, les parame`tres ge´ome´triques ont une importance non
ne´gligeable sur le nombre de Froude en sortie de ressaut. Nous avons fait varier la valeur du rayon de
la plaque d’un facteur 2 (de 8 a` 15 cm) et le rayon de l’injecteur d’un facteur 6 (de 1,1 a` 7 mm) et
l’on peut constater des variations de la valeur de Fr de l’ordre de 10%.
Pour R∞ = 15 cm on observe des nombres de Froude Fr1 et Fr2 quasi inde´pendants du de´bit,
excepte´ pour la courbe de Fr1 obtenue avec une buse de diame`tre 7 mm. Cela tend a` confirmer notre
hypothe`se d’un nombre de Froude constant. 13
Pour R∞ = 10 cm, on observe des nombres de Froude Fr1 quasi inde´pendants du de´bit. Par
ailleurs on observe pour les courbes de Fr2 une tre`s le´ge`re augmentation avec le de´bit dans les cas
φ = 3, 2 mm et φ = 2 mm. Dans le cas de φ = 7 mm la courbe de Fr2 n’est pas tout a` fait plate mais
elle est a` peu pre`s stabilise´e pour les grands de´bits. Toutefois ces variations sont tre`s faibles (de l’ordre
13. L’une des hypothe`ses que nous proposons pour expliquer cette singularite´ de comportement de Fr1 pour φ = 7
mm est la tre`s faible vitesse du liquide en sortie de buse (comprise entre 0,2 et 1 m/s pour la premie`re moitie´ de la
courbe). Avec une vitesse aussi faible la distance entre le bas de l’injecteur et la plaque (ici de 4 mm) est suffisante pour
que les effets de la tension de surface modifient le rayon effectif et la vitesse effective du jet. On peut aussi craindre,
avec des vitesses aussi faibles, des interactions entre le jet et l’injecteur lui-meˆme dues a` la tension de surface et aux
conditions de mouillage total. Cette dernie`re hypothe`se est appuye´e par le fait que l’augmentation de la distance entre
la buse et le disque tend a` diminuer cette zone interme´diaire alors qu’on s’attendrait plutoˆt a` une de´stabilisation du jet.
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Figure IV.11 – Les e´quations (IV.8) et (IV.9) sont teste´es pour deux diffe´rents types de liquide :
huile silicone et me´lange eau-glyce´rol et pour cinq viscosite´s diffe´rentes (18 cS, 20.4 cS, 44 cS,
44.9 cS et 98.8 cS). La configuration expe´rimentale est R∞ = 15 cm et φ = 3, 2 mm. (a)
On compare les re´sultats obtenus avec l’huile silicone (20.4 cS, 44.9 cS et 98.8 cS) et avec un
me´lange eau glyce´rol (44cS). Tout les points expe´rimentaux s’alignent sur une courbe maˆıtresse
qui peut eˆtre ajuste´e par une fonction line´aire. On retrouve ainsi le re´sultat attendu par (IV.8).
On peut extraire une valeur de Fr2 a` 0,33. (b) Pour les plus faibles viscosite´s il est ne´cessaire
de tenir compte de H∞ (on choisira ici H∞ = 3 mm conforme´ment a` IV.2.2) on ajuste donc
les points expe´rimentaux du me´lange eau glyce´rol a` 18 cS avec la loi (IV.9). Cette fois encore
l’accord avec une fonction line´aire est excellent et permet d’aboutir sur une valeur de Fr2 de
0,33 en accord avec la figure (a).
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Figure IV.12 – Nombres de Froude Fr1 et Fr2 en fonction du de´bit pour diffe´rents rayons de
plaque R∞ et diffe´rents diame`tres d’injecteurs φ. Le liquide utilise´ est de l’huile silicone 20 cS.
La figure (a) repre´sente Fr(Q) pour R∞ = 15 cm et pour quatre valeurs de φ (7 mm (bleu), 3,2
mm (rouge), 2 mm (vert) et 1,1 mm (noir)). La figure (b) repre´sente Fr(Q) pour R∞ = 10 cm
et pour trois diame`tres d’injecteurs (7 mm (bleu), 3,2 mm (rouge) et 2 mm (vert)). On constate
des nombres de Froude constants.
de 5%) et ne sont pas en accord avec les observations de Fr1 (on observe des tendances diffe´rentes). Il
est donc difficile de conclure sur ces variations qui sont de l’ordre de grandeur des erreurs commises.
Les tout premiers points de chaque courbe semblent eux montrer un comportement discordant avec
nos conclusions : cela se comprend aise´ment par le fait que pour les tout petits ressauts la tension de
surface n’est pas ne´gligeable, en effet en dessous de 1 cm de rayon la tension de surface peut modifier
de plus de 10% le rayon du ressaut. 14
On observe donc des variations de la valeur des nombres de Froude Fr avec ces parame`tres ge´o-
me´triques. Elles semblent, de prime abord, difficile a` interpre´ter : Fr diminue avec le diame`tre de
l’injecteur φ et augmente avec le rayon du disque R∞.
Pour conclure sur ce point, on trace les valeurs de Fr1 et de Fr2 en fonction du rapport du diame`tre
de l’injecteur sur le diame`tre du disque (φ/(2R∞)) (voir Fig. IV.13). En effet, on a deux parame`tres
dimensionne´s par une longueur, on construit donc un parame`tre adimensionne´ repre´sentatif de la ge´o-
me´trie du syste`me.
En ce qui concerne Fr1, on observe que les points s’ajustent raisonnablement sur une droite
d’e´quation :
Fr1 = 0, 35 + 2, 75φ/(2R∞). (IV.10)
En extrapolant vers 0 on trouve une valeur pour le nombre de Froude dans un cas “parfait” (disque
de diame`tre infini et un injecteur de diame`tre nul) :
Frlimite ≈ 0, 35. (IV.11)
Cette limite est certainement importante d’un point de vue the´orique. En effet, dans la plupart des
14. Nous pensons que c’est ce phe´nome`ne qui est visible ici. En effet la tension de surface tend a` diminuer RJ et donc
a` augmenter Fr qui varie en 1/RJ d’apre`s IV.5 (la tension de surface ne jouera que marginalement sur HJ ).
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Figure IV.13 – Nombres de Froude Fr1 (repre´sente´ en bleu) et Fr2 (repre´sente´ en rouge) en
fonction du rapport entre le diame`tre de l’injecteur φ et le diame`tre de la plaque 2R∞. Le liquide
utilise´ est de l’huile silicone 20 cS. Trois rayons de disque R∞ sont teste´s : 15 cm (cercles),
10 cm (carre´s) et 8 cm (losanges) et cinq diffe´rents diame`tres de buses φ : 7 ; 5 ; 3,2 ; 2 et
1,1 mm. L’ensemble des points de Fr1 se place sur une courbe maˆıtresse d’e´quation : Fr1 =
0, 35 + 2, 75φ/(2R∞) repre´sente´e en ligne continue noire sur la figure. Nous avons aussi essaye´
d’ajuster Fr2 par une loi affine mais cela marche nettement moins bien. On ajuste les points
correspondant a` Fr2 par une droite affine proportionnelle a` Fr1 : Fr2 = 0, 30 + 2, 34φ/(2R∞).
the´ories en pre´sence, il apparaˆıt que l’on conside`re un jet d’e´paisseur nulle soit la limite en 0 de notre
courbe.
En ce qui concerne Fr2, une approximation par une droite est un peu plus discutable. Cela se
comprend par le fait que bien qu’il existe un coefficient β entre HJ1 et HJ2 (et donc que Fr1 est
proportionnel a` Fr2), nous avons vu que ce coefficient β e´tait faiblement de´pendant de la ge´ome´trie.
Cela est donc en contradiction avec le fait d’obtenir un comportement affine proportionnel pour Fr2.
Toutefois, pour des raisons de simplicite´, on va tout de meˆme ajuster Fr2 par une fonction affine
empirique proportionnelle a` IV.10 (le coefficient de proportionnalite´ est de 0,85) :
Fr2 = 0, 30 + 2, 34φ/(2R∞). (IV.12)
IV.5.2 Conse´quence pour R(Q)
Il s’ave`re donc que ni Fr1 ni Fr2 ne sont inde´pendants de la ge´ome´trie. On s’attend donc a` ce que
les courbes ne se superposent pas sur une seule courbe maˆıtresse si l’on applique l’e´quation (IV.8).
Ne´anmoins en utilisant IV.12 comme donne´e empirique, on s’attend a` trouver une courbe maˆıtresse
satisfaisante. La comparaison entre the´orie et expe´rience pour les parame`tres ge´ome´triques aboutit a`
la Fig. IV.14 : on trace RJ
(
ln
(
R∞
RJ
))3/8
d’abord en fonction de Q5/8ν−3/8g−1/8 puis en fonction de
Fr−12 Q
5/8ν−3/8g−1/8.
Lorsque l’on observe la Fig. IV.14 (a) on constate des comportements line´aires dans toutes les
situations teste´es. Cela traduit la validite´ de notre mode`le et la pertinence d’un nombre de Froude
constant y compris en faisant varier la ge´ome´trie. Sur la Fig. IV.14 (b) on constate que les courbes
s’ajustent raisonnablement bien sur la courbe maˆıtresse. En particulier, on constate que dans le cas
R∞ = 15 cm nous avons su capter la de´pendance en φ de notre proble`me. Dans certaines situations,
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Figure IV.14 – L’e´quation (IV.8) est teste´e pour diffe´rentes ge´ome´tries (diffe´rents diame`tres
d’injecteurs φ = 1, 1 mm (triangles e´quilate´raux), φ = 2 mm (carre´s), φ = 3, 2 mm (cercles), φ =
5 mm (triangles rectangles) et φ = 7 mm (losanges) et diffe´rents rayons de disques R∞ = 15 cm
(rouge), R∞ = 10 cm (bleu) et R∞ = 8 cm (vert)). (a) les points expe´rimentaux sont compare´s
directement aux termes de l’e´quation (IV.8). (b) On trace maintenant le terme logarithmique en
fonction de Fr−12 Q
5/8ν−3/8g−1/8, la valeur de Fr2 e´tant donne´e par IV.12. On trace en noir la
courbe maˆıtresse attendue par (IV.8) et l’on obtient un accord assez satisfaisant.
pour R∞ = 10 ou 8 cm, on constate de le´gers e´carts de pre´facteurs par rapport a` la the´orie 15, cela
traduit le fait que le facteur β liant HJ1 et HJ2 fluctue le´ge`rement avec la ge´ome´trie ce qui explique,
comme vu plus haut, que la loi empirique IV.12 pour Fr2 ne soit pas parfaitement adapte´e pour
remettre a` l’e´chelle nos courbes.
Par ailleurs il est possible d’ame´liorer le´ge`rement le comportement line´aire des courbes obtenues
pour R∞ = 10 ou 8 cm en ajoutant la contribution de H∞. En effet, on l’a vu en Fig. IV.10 H∞
commence a` influencer le profil de hauteur de manie`re non ne´gligeable de`s R∞ = 10 cm. 16
IV.6 Conclusion
Nous avons donc propose´ dans ce chapitre une mode´lisation du profil d’e´paisseur situe´ apre`s le
choc. Cette mode´lisation repose sur un calcul de lubrification simple e´quilibrant la pression hydrosta-
tique et les frottements visqueux sur la surface de la plaque pour un e´coulement parabolique. Cette
approche simple nous permet d’obtenir une expression analytique pour le profil d’e´paisseur externe.
Nous testons expe´rimentalement cette pre´diction et obtenons un accord remarquable entre expe´rience
et the´orie. Ce premier travail permet de re´pondre a` la question de la zone externe souleve´e par de
nombreux mode`les. En particulier, on de´couvre un moyen de prendre en compte le rayon de la plaque
qui joue un roˆle non ne´gligeable comme on a pu le voir sur nos courbes brutes.
15. Il convient toutefois de relativiser ces e´carts qui sont au plus de 7% de la valeur du pre´facteur...
16. On remarque e´galement que certaines courbes (R∞ = 10 cm et φ = 7 mm par exemple) montrent un tre`s le´ger
de´crochage pour les forts rayons de ressaut. Dans ces cas de figure le rayon du ressaut RJ devient comparable a` R∞ il
est alors possible que la proximite´ avec le bord de la plaque influence le profil de vitesse dans la zone externe et influence
ainsi le rayon du ressaut RJ .
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Cette approche nous permet aussi de de´couvrir un fait expe´rimental jusque la` jamais e´tabli : la
tension de surface, en plus de jouer un roˆle (marginal) sur le ressaut et sur le jet impactant, intervient
e´galement sur le rayon du ressaut en modifiant le profil exte´rieur. En effet, la tension de surface (via
les conditions de mouillage) joue sur la se´lection de la hauteur en bord de plaque H∞, qui peut s’ave´rer
importante sur le profil de hauteur et donc sur HJ , la hauteur de liquide en sortie de ressaut qui influe
elle-meˆme sur le rayon du ressaut.
Lors des ve´rifications expe´rimentales de ce profil nous avons pu constater un phe´nome`ne curieux :
le nombre de Froude en sortie de ressaut apparaˆıt comme e´tant inde´pendant 17 du de´bit, de la vis-
cosite´ et de la tension de surface et faiblement de´pendant des conditions ge´ome´triques (rayon de la
plaque, diame`tre de l’injecteur). Cette observation expe´rimentale ine´dite a` ce jour nous permet de
proposer une alternative a` la condition de choc de Be´langer (I.1) pour de´terminer la position de choc
du ressaut.
On peut donc proposer une nouvelle loi pre´disant le rayon du ressaut RJ en fonction des pa-
rame`tres physiques teste´s. Cette loi qui dans sa forme re´duite s’e´crit comme :RJ
(
ln
(
R∞
RJ
))3/8
∼
Q5/8ν−3/8g−1/8 est structurellement tre`s proche de celle propose´e par Bohr et al. mais le terme lo-
garithmique que nous y avons ajoute´ apporte une contribution importante. Nous avons en effet teste´
les lois re´sultant de notre approche sur les valeurs expe´rimentales et nous arrivons a` la conclusion que
ces lois fournissent une excellente pre´diction du comportement de RJ .
En de´finitive, nous proposons une loi qui offre un comportement plus pertinent que la loi d’e´chelle
propose´e par Bohr et al. (et qui permet d’estimer le pre´facteur a` partir de la valeur du nombre de
Froude) et qui permet d’e´viter la complexite´ d’une mode´lisation ayant recours au calcul nume´rique.
Il reste maintenant a` comprendre le lien probable entre le nombre de Froude Fr et le coefficient
β liant HJ1 et HJ2 et son e´volution avec la ge´ome´trie du syste`me afin de fournir une meilleure des-
cription de Fr2 en fonction de la ge´ome´trie, ce qui nous permettrait une meilleure unification de nos
re´sultats.
Il nous reste e´galement a` comprendre ce qui fixe la valeur de ce nombre de Froude et si ce nombre
de Froude reste constant au dela` de la gamme de parame`tres que nous avons explore´e (par exemple
pour des de´bits plus e´leve´s...) ou si ces variations sont trop lentes pour que nous ayons pu les capter.
17. Ou du moins sans variations significatives mesurable sur les gammes de variations des parame`tres teste´s.
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Chapitre V
Quelques questions laisse´es ouvertes
par notre approche.
V.1 Introduction
L’approche que nous avons de´veloppe´e pose des questions au niveau de la cohe´rence avec ce qui est
connu du ressaut circulaire et avec les the´ories existantes. Imposer un nombre de Froude constant en
sortie de ressaut signifie ajouter une nouvelle contrainte a` un syste`me qui en principe est de´ja` boucle´.
Ce re´sultat est-il compatible avec les the´ories existantes ou au moins avec certaines d’entre elles ? Y
a-t-il quelque chose qui serait a` retirer ou a` remettre en cause dans celles-ci et quoi exactement ? Nous
n’avons en fait pas pu re´pondre de fac¸on de´finitive a` ces questions mais nous pre´sentons ici quelques
tentatives inabouties qui seront peut-eˆtre utiles aux continuateurs.
Nous nous sommes pose´s 3 questions :
Peut-on retrouver nos re´sultats et ce Froude constant en utilisant une me´thode similaire a` ce qu’a
de´veloppe´ Bohr dans son premier article ? Nous verrons que non.
A-t-on de meilleurs re´sultats en combinant la solution interne de Watson a` notre solution exte´rieure
via une condition de choc classique ? Nous verrons que cela marche un peu mieux mais n’est pas
parfaitement satisfaisant.
A la vue de notre re´ponse a` la dernie`re question faut-il remettre en cause l’e´coulement interne de
Watson ou la condition de choc ?
V.2 Tentative nume´rique a` la Bohr et al.
Suite a` des discussions avec Henri Lhuissier, il a e´te´ tente´ une inte´gration nume´rique des e´quations
re´gissant le profil exte´rieur. Les deux ide´es majeures e´taient d’e´tudier l’influence de l’inertie dans notre
mode´lisation du profil exte´rieur et d’observer le comportement du nombre de Froude et de RJ(Q).
Dans ces inte´grations nume´riques on conside`re que :
(i) La zone interne est de´crite par les e´quations de lubrification classiques extraites du mode`le de
Bohr et al. (c’est-a`-dire les e´quations (II.44), (II.45), (II.46) et (II.47) de´crites dans II.3 et qui donnent
donc II.54) 1. Il est e´galement ne´cessaire d’ajouter une condition initiale pour l’inte´gration. On choisit
donc le point ou` la couche limite envahit entie`rement l’e´paisseur de liquide dans la zone interne selon
1. On garde donc les termes gravitaires.
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la the´orie de Watson, c’est-a`-dire le point r0 = 0, 3155aRe
1
3 avec h(r0) obtenu via l’e´quation II.22. On
utilisera en outre un profil parabolique pour l’e´coulement. 2
(ii) La zone externe est a` nouveau de´crite par les e´quations de lubrification classique conduisant
a` une e´quation du type II.54. On conside`re e´galement un profil parabolique pour l’e´coulement. La
condition d’inte´gration en bord de plaque (r = R∞) est fixe´e par H∞ =
(
5
√
3
8pi2
)1/3
Q2/3g−1/3R−2/3∞
(qui est tre`s proche de 0). 3
(iii) Enfin la condition de choc est une e´quation de type Be´langer (I.1) adapte´e aux e´coulements
de part et d’autre.
V.2.1 Profil externe
Un re´sultat typique de cette simulation peut eˆtre vu en pointille´s verts sur la Fig. V.1 (a). En
rouge est figure´e la loi (IV.3) avec H∞ = 0. Les points noirs correspondent aux points expe´rimentaux.
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Figure V.1 – Profils de hauteurs. Pour toutes les simulations la coordonne´e r est adimensionne´e
comme dans le cas de Bohr par Q5/8ν−3/8g−1/8 multiplie´ par un coefficient calcule´ a` l’aide
du profil de l’e´coulement (ici un demi poiseuille) et H est adimensionne´e par Q1/4ν1/4g−1/4
e´galement multiplie´ par un coefficient de´pendant du profil. Cet adimensionnement est identique
a` celui re´alise´ par Bohr et al. dans [8]. Le profil repre´sente´ sur la figure (a) est e´tabli en utilisant
les conditions expe´rimentales du profil obtenu sur la Fig. IV.4, la ligne en pointille´s (verts)
est obtenue par la me´thode de´crite ci-dessus tandis que la ligne continue (rouge) correspond a`
l’e´quation (IV.3) (avec H∞ = 0). Les points noirs correspondent aux points expe´rimentaux.
Comme on peut le constater l’ajout de l’inertie permet de mieux s’ajuster localement (apre`s
le choc) avec les points expe´rimentaux. Sur la figure (b) on a fait varier le rapport RJ/R∞
et l’e´quation (IV.3) est repre´sente´e par la ligne continue rouge. L’inte´gration comple`te est elle
repre´sente´e par la ligne continue noire. Encore une fois, on remarque que meˆme dans les cas
extreˆmes l’inertie ne joue qu’un roˆle faible et ce, juste au voisinage du ressaut.
Les enseignements que l’on peut tirer de cette simulation du profil sont :
(i) Pour des disques dont le rayon est grand devant celui du ressaut, l’inertie (courbe pointille´s
verts qui est le mode`le utilise´ par Bohr) ne modifie la loi visqueuse en logarithme (en rouge) que
localement, pre`s du ressaut et au bord du disque. Lorsque l’on diminue beaucoup la taille du disque
2. Ce choix d’un profil parabolique n’est pas important ce qui l’est plus est de conside´rer que ce profil est auto-
similaire, en effet cela a pour effet de fixer les coefficients dans II.54. Le fait de conside´rer qu’il est parabolique change
juste la valeur de ces coefficients d’inte´gration car on ne conside`re que des vitesses moyennes.
3. Cette condition aux limites est construite via une approche proche de celle de Kasimov.
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l’inertie joue un plus grand roˆle sur tout le profil.
(ii) Le mode`le vert, base´ sur un profil de demi-Poiseuille, est en accord avec les donne´es jusqu’au
ressaut : s’il y a un vortex son influence est faible. Cela signifie e´galement que notre mode´lisation par
un profil parabolique est tout a` fait pertinente.
On en de´duit donc que notre approximation consistant a` ne´gliger l’inertie dans le profil exte´rieur
s’ave`re parfaitement fonde´e. On comprend e´galement que la diffe´rence entre HJ1 et HJ2 s’explique
simplement par la pre´sence de termes inertiels qui ne sont pas tout a` fait ne´gligeables en sortie de
ressaut. Leur prise en compte semble suffire, meˆme pour un e´coulement parabolique, a` fournir une
excellente approximation de HJ1.
V.2.2 Pre´diction du rayon du ressaut
A l’aide de ces simulations nous avons e´galement cherche´ a` ve´rifier notre hypothe`se d’un nombre
de Froude constant : il s’ave`re que l’on observe des variations du nombre de Froude non ne´gligeables,
y compris pour nos parame`tres expe´rimentaux. Plus e´tonnant encore : on enregistre d’importantes
diffe´rences entre les rayons de ressaut pre´dits par l’inte´gration nume´rique et ceux obtenus expe´rimen-
talement (voir Fig. V.2).
Sachant que le mode`le nume´rique de´crit fide`lement la re´alite´ dans la zone externe il n’y a que deux
explications possibles :
(i) La description de la zone interne est discutable. 4
(ii) La condition de choc de type Be´langer est trop brutale, voire meˆme errone´e suite a` une force
supple´mentaire, par exemple lie´e a` la pre´sence de vortex.
Pour essayer de re´pondre a` cette question nous aller essayer de travailler sur le mode`le de Watson
qui inclut a` la fois une description de la zone interne et un mode`le de choc de type Be´langer.
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Figure V.2 – Comparaison entre les valeurs de RJ obtenues par inte´gration nume´rique et
obtenues expe´rimentalement. Les courbes repre´sente´es correspondent a` l’ensemble des donne´es
obtenues avec de l’huile silicone de toutes les viscosite´s et dans toutes les ge´ome´tries. En or-
donne´es sont repre´sente´es les valeurs de RJ obtenues nume´riquement et en abscisse les valeurs
expe´rimentales de RJ . Les rayons sont tous adimensionne´s de la meˆme manie`re que dans la
Fig. V.1.
4. La description propose´e par Watson est pourtant commune´ment admise par les auteurs ayant travaille´ sur le sujet,
tant expe´rimentateurs que the´oriciens.
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V.3 Tentative d’une construction a` la Watson
Dans un premier temps, nous allons pouvoir comparer notre ensemble de donne´es avec la the´orie
propose´e par Watson (II.2) et ame´liore´e par Bush et al. (II.2.4). Nous posse´dons en effet une mode´li-
sation de la zone externe qui fixe la hauteur du liquide au ressaut, et il est donc possible de tester ce
mode`le.
Pour me´moire, les e´quations (II.41) et (II.42) liant les parame`tres physiques et ge´ome´triques dans
le mode`le de Watson s’e´crivent :
Pour RJ < r0
5 :
RJH
2
Jga
2
Q2
(
1 +
2
B0
)
+
a2
2pi2RJHJ
= 0, 10132− 0, 1297
(
RJ
a
) 3
2
Re−
1
2 ,
et au contraire pour RJ > r0 (ce qui correspond au cas de la totalite´ de nos mesures) :
RJH
2
Jga
2
Q2
(
1 +
2
B0
)
+
a2
2pi2RJHJ
= 0, 01676
((
RJ
a
)3
Re−1 + 0, 1826
)−1
.
L’e´le´ment cle´ que nous apportons ici est de proposer une mode´lisation pour H qui permet d’obtenir
un mode`le complet pour le ressaut. On utilise donc le mode`le de´veloppe´ pre´ce´demment pour HJ c’est-
a`-dire HJ = β
(
H4∞ +
6
pi
νQ
g ln
(
R∞
RJ
))1/4
avec β le coefficient de proportionnalite´ entre HJ1 et HJ2
pre´sente´ pre´ce´demment et de´termine´ expe´rimentalement 6. On trace donc en Fig. V.3 notre jeu de
donne´es pour le comparer a` la the´orie de Watson.
Comme on peut le constater sur cette Fig. V.3 l’accord entre la the´orie et l’expe´rience est tre`s
bon et comparable aux donne´es pre´ce´demment obtenues sur cette loi de Watson (voir Fig. II.9 et
Fig. II.10).
Toutefois on constate de le´gers e´carts de tendance entre the´orie et expe´rience loin d’eˆtre comple`-
tement ne´gligeables meˆme si ces e´carts apparaissent difficilement sur le graphe en raison de la forme
de la courbe. La repre´sentation log-log permet de de´montrer que la tendance des courbes n’est pas
exactement celle attendue par la the´orie : pour chaque courbe les premiers points sont tous sous la
courbe the´orique et les derniers points tous au dessus. Cela est particulie`rement bien visible dans le cas
ou` les diffe´rents liquides sont teste´s mais cela est aussi observable lors du test de tous les parame`tres
ge´ome´triques. 7 Cette de´viation syste´matique, meˆme si elle n’est pas aussi criante que les e´carts entre
nume´rique et expe´rimental observe´s pre´ce´demment, est elle aussi symptomatique d’un proble`me de
mode´lisation situe´ ou bien dans la description de la zone interne ou bien au niveau de la condition de
choc.
Dans un premier temps on va s’inte´resser a` ce qui se passe dans la zone interne du point de vue
du mode`le de Watson.
5. ou` r0 = 0, 3155aRe
1
3 est le rayon pour lequel la couche limite envahit l’e´paisseur du film liquide. Voir (II.2) pour
le de´tail
6. Notons que dans le cas des liquides de viscosite´s e´leve´es ou` l’on n’a pas pu mesurer HJ1 on a garde´ le β obtenu
pour de l’huile silicone 20 cS.
7. Cette de´viation syste´matique est particulie`rement visible si l’on ne prend qu’une se´rie de points expe´rimentaux
comme cela est visible en Fig. II.5. Toutefois la repre´sentation de la Fig. V.3 permet de nous assurer que cette de´viation
est reproductible.
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Figure V.3 – Test de la loi de Watson (II.42) avec notre jeu de donne´es. Pour eˆtre trace´es, ces
lois ne´cessitent de connaˆıtre la valeur de la hauteur de liquide en sortie de ressaut. Pour ce faire,
on l’estime a` l’aide du mode`le de hauteur de´veloppe´ pre´ce´demment : l’e´quation (IV.3) corrige´e
avec le parame`tre experimental β. H∞ est toujours ne´glige´ excepte´ dans le cas des me´langes
eau-glyce´rol. (a) et (b) Test de la loi de Watson en repre´sentation lin-lin (a) et log-log (b) pour
deux diffe´rents types de liquide : huile silicone et me´lange eau-glyce´rol et pour cinq viscosite´s
diffe´rentes (18 cS (cercles rouges), 20.4 cS (losanges verts), 44 cS (carre´s bleus), 44.9 cS (croix
noires) et 98.8 cS (croix roses)). La configuration expe´rimentale est R∞ = 15 cm et φ = 3, 2
mm. (c) et (d) Test de la loi de Watson en repre´sentation lin-lin (c) et log-log (d) pour diffe´rentes
ge´ome´tries (diffe´rents diame`tres d’injecteurs φ = 1, 1 mm (triangles e´quilate´raux), φ = 2 mm
(carre´s), φ = 3, 2 mm (cercles), φ = 5 mm (triangles rectangles) et φ = 7 mm (losanges) et
diffe´rents rayons de disques (R∞ = 15 cm (rouge), R∞ = 10 cm (bleu) et R∞ = 8 cm (vert))).
La loi the´orique est repre´sente´e par la ligne continue noire sur toute les figures. Comme on
le voit l’accord entre the´orie et expe´rience est excellent. On constate ne´anmoins sur les quatre
courbes une le´ge`re de´viation syste´matique par rapport a` la the´orie.
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V.4 E´ssais d’exploration de l’e´coulement interne
On se propose donc d’e´tudier la loi de´crivant h(r) (II.22) propose´e par Watson pour mode´liser la
zone interne et valable pour r > r0
8 :
h(r) =
2pi2
3
√
3
ν(r3 + l3)
Qr
.
Nous avons donc compare´ en Fig. V.4 cette pre´diction de h(r) avec des profils de hauteurs obtenus
expe´rimentalement avec de l’huile silicone 20 cS ;, φ = 3, 2 mm et R∞ = 15 cm.
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Figure V.4 – Comparaison des profils d’e´paisseur avant le ressaut hydraulique avec les profils
attendus par la loi de Watson re´gissant la hauteur de liquide (II.22). Le liquide utilise´ est de
l’huile silicone 20 cS et les parame`tres ge´ome´triques sont φ = 3, 2 mm et R∞ = 15 cm. Trois
diffe´rents de´bits sont repre´sente´s : 7,7 cm3/s (losanges verts), 11 cm3/s (carre´s bleus) et 17
cm3/s (cercles rouges). Les lois the´oriques sont reporte´es par les traits continus : la couleur
correspondant bien suˆr au de´bit conside´re´. Comme on le voit, la the´orie est en accord avec l’ex-
pe´rience dans le cas du plus faible de´bit. Lorsqu’on augmente le de´bit la the´orie semble s’e´carter
de l’expe´rience. Dans l’ensemble l’ordre de grandeur est tout de meˆme excellent.
La the´orie de Watson fournit donc une excellente estimation de l’ordre de grandeur comme on peut
le constater sur la Fig. V.4.
Ne´anmoins et de manie`re surprenante, il s’ave`re que si la the´orie et les points expe´rimentaux
s’ajustent parfaitement dans le cas du plus petit de´bit (7,7 cm3/s), les points expe´rimentaux tendent
a` s’e´carter de la the´orie avec l’augmentation du de´bit (c’est le cas pour les courbes correspondant a`
11 et 17 cm3/s). On observe ainsi pre`s de 10% d’erreur dans l’estimation de la hauteur avant le ressaut.
V.5 Cohe´rence entre condition de choc et e´coulement dans la
zone interne
On peut e´galement se poser la question de la pertinence de la condition de choc dans le mode`le de
Watson ame´liore´ par Bush.
8. Ce qui sera le cas pour la plupart des points expe´rimentaux pre´sente´s ici et en particulier ceux proches du ressaut.
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Pour ce faire, on va utiliser la relation de passage (II.39) introduite pre´ce´demment :
g
H2J − h2J
2
+
γ
ρ
∆H
RJ
=
∫ hJ
0
u2Jdz −
∫ HJ
0
U2Jdz, (V.1)
avec hJ et HJ respectivement les hauteurs avant et apre`s le ressaut.
En supposant, comme le font les auteurs, que h2J  H2J cette e´quation devient 9 :
g
H2J
2
+
γ
ρ
∆H
RJ
+ CeHJ < UJ >
2=
∫ hJ
0
u2Jdz, (V.2)
avec Ce de´fini comme
∫HJ
0
U2Jdz = HJCe < UJ >
2 ou` < UJ > est la vitesse moyenne en sortie
de ressaut. Afin d’utiliser cette e´quation on pose e´galement : avec
∫ hJ
0
u2Jdz = hJCi < uJ >
2 ou`
< uJ > est la vitesse moyenne du liquide juste avant le ressaut et Ci une constante de´pendant de
l’e´coulement 10. L’e´quation (V.2) est donc une e´quation en hJ d’ordre 2. Elle est soluble et l’on obtient
deux solutions : l’une fournit un re´sultat non physique (on a hJ > HJ) la deuxie`me s’e´crit
hJ =
1
2
1
2
ρgRJH
2
J
γ
+
CeρQ
2
4pi2HJRJγ
+HJ −
√[
1
2
ρgRJH2J
γ
+
CeρQ2
4pi2HJRJγ
+HJ
]2
− CiρQ
2
pi2RJγ
 .
(V.3)
On peut donc tracer hJ(Q) a` partir des valeurs (HJ , RJ et Q) obtenues pre´ce´demment. Il suffit
alors simplement de poser Ce = 6/5 (en cohe´rence avec le re´sultat de notre e´tude nume´rique) pour
avoir l’ensemble des parame`tres exte´rieurs fixe´s a` l’exception d’un seul : Ci. On suppose que le profil
de vitesse doit se situer entre un profil parabolique Ci = 6/5 et l’e´coulement de type bouchon Ci = 1.
Cela semble assez le´gitime aux vues des mode´lisations pour un film horizontal en couche mince dans
un re´gime majoritairement inertiel. On peut donc raisonnablement estimer que 1 < Ci < 6/5.
Cette impre´cision ne nous permet d’obtenir qu’un ordre de grandeur et une tendance pour hJ , on
choisit donc de ne tracer les valeurs obtenues par V.3 que dans un seul cas : de l’huile silicone 20 cS,
φ = 3, 2 mm et R∞ = 15 cm. On choisit en outre pour HJ les valeurs donne´es par l’e´quation (IV.3) et
multiplie´es par notre coefficient β obtenu empiriquement (voir IV.2.3, ici β ≈ 0, 9). Les re´sultats sont
visibles sur la Fig. V.5 .
Sur cette Fig. V.5 on constate que les valeurs de hJ obtenues sont du bon ordre de grandeur et
de la bonne tendance mais le´ge`rement sous estime´es. Il apparaˆıt que uJ est quasi inde´pendant du
de´bit. Nous avons proce´de´ a` des mesures directes de la vitesse de surface us en fonction du de´bit dans
une situation expe´rimentale similaire en injectant des traceurs et nous e´tions parvenus a` une valeur
us ≈ 0, 3 m/s quasi inde´pendante du de´bit. Le re´sultat pre´sente´ est donc parfaitement cohe´rent avec
ces observations. Ce re´sultat nous permettra d’expliquer les re´sultats observe´s plus loin sur les gouttes
dans un ressaut.
La condition de choc de Be´langer pre´dit que si le nombre de Froude en sortie est constant, le
nombre de Froude en entre´e l’est aussi (voir I.5). Malgre´ l’hypothe`se consistant a` ne´gliger le terme en
gh2J on retrouve ici un nombre de Froude quasi constant et valant entre 3 et 4. Cela confirme donc la
validite´ de l’hypothe`se propose´e.
Nous avons fait ici l’hypothe`se d’un profil parabolique imme´diatement en sortie de ressaut. Cette
9. Cette approximation est discutable aux vues de la Fig. V.4. Par exemple dans le cas du de´bit le plus e´leve´ la
hauteur avant le choc est de l’ordre de 1 mm et la hauteur apre`s le choc de l’ordre de 3,5 mm. Ainsi le rapport des deux
hauteurs au carre´ n’est que de 10.
10. Ces deux constantes de´pendent de l’e´coulement : par exemple on aura 1 pour un e´coulement bouchon ou 6/5 pour
un profil parabolique.
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Figure V.5 – Estimation de la valeur des parame`tres juste avant le ressaut (hJ , uJ et Fr) en
utilisant la relation de passage (V.2). On utilise la relation (V.3) avec Ce = 6/5. HJest obtenu
graˆce a` la loi (IV.3) multiplie´ par le coefficient correctif β. On choisit deux valeurs pour Ci :
le cas du demi-Poiseuille Ci = 6/5 (carre´s bleus) et le cas de l’e´coulement bouchon Ci = 1
(cercles rouges). (a) La relation (V.3) nous permet d’e´valuer hJ(Q). Figurent e´galement en vert
les points expe´rimentaux de hJ extraits de la Fig. V.4. (b) La conservation du de´bit nous permet
ensuite d’estimer uJ(Q). (c) On trace ensuite le nombre de Froude avant le ressaut Fr(Q).
hypothe`se est un peu excessive car on se doute que juste apre`s le choc un tel profil ne peut eˆtre
directement e´tabli et de plus c’est ne´gliger entie`rement la contribution d’un vortex de recirculation.
Toutefois la valeur de Ce affecte le terme inertiel relativement faible (on a en effet un Fr
2 comparant
les effets inertiaux et gravitaires de l’ordre de 0,1 en sortie de ressaut). Ainsi changer sa valeur de
moitie´ (on pose Ce = 0.6) n’affectera pas la tendance des courbes et modifiera le´ge`rement le pre´facteur
en allant vers une meilleure mode´lisation des hauteurs comme on peut le voir sur Fig. V.6. 11
11. Pour Ce = 0, 6 on aura alors un nombre de Froude interne quasi constant valant entre 2,5 (Ci = 6/5) et 3,2
(Ci = 1) et une vitesse quasi constante entre 25 cm/s (Ci = 6/5) et 30 cm/s (Ci = 1) ce qui reste parfaitement en
accord avec les observations pre´ce´dentes. Les tendances observe´es sont alors parfaitement identiques a` celles pre´sente´es
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Figure V.6 – Estimation de la hauteur juste avant le ressaut (hJ) en utilisant la relation de
passage (V.2). On utilise la relation (V.3) avec Ce = 0, 6. HJest obtenu graˆce a` la loi (IV.3)
multiplie´ par le coefficient correctif β. On choisit deux valeurs pour Ci : le cas du demi-Poiseuille
Ci = 6/5 (carre´s bleus) et le cas de l’e´coulement bouchon Ci = 1 (cercles rouges). En vert figurent
les points expe´rimentaux obtenus dans la Fig. V.4.
On peut maintenant comparer ces valeurs obtenues via la relation de choc et les valeurs de hJ
attendues par le mode`le de Watson (e´quation (II.22)). Le re´sultat de cette comparaison est pre´sente´
en Fig. V.7. On choisit Ce = 0.6 pour eˆtre cohe´rent avec les valeurs de hJ observe´es expe´rimentalement.
Des courbes pre´sente´es en Fig. V.7, on peut tirer plusieurs conclusions :
La premie`re est que si l’on suppose que nous avons correctement mode´lise´ le profil exte´rieur, le
mode`le de Watson porte en lui une contradiction intrinse`que : en appliquant la conservation du choc
on trouve des courbes pour hJ (les courbes rouges) incompatibles avec la pre´diction de hJ de´coulant
du mode`le de la zone interne (courbe bleue). Il ne s’agit pas seulement de pre´facteur mais bien de
tendances re´ellement divergentes.
La seconde est que les points que nous avons obtenus pour hJ a` partir des profils sont incompatibles
avec la the´orie de Watson de la zone interne (l’e´cart entre les points bleus et verts est tre`s important).
La dernie`re est que les points expe´rimentaux que nous avons trouve´s sont e´ventuellement compa-
tibles avec la condition de choc. Toutefois avant de pouvoir l’affirmer il serait important d’apporter
davantage de points de hJ en fonction du de´bit. Il serait e´galement bon de ve´rifier la valeur de Ce de
0,6 en observant l’e´coulement directement en sortie de ressaut et de mesurer la valeur Ci provenant
de l’e´coulement interne.
V.6 Conclusion
Au cours de ce chapitre nous avons pu apporter une preuve nume´rique supple´mentaire en ce qui
concerne la validite´ de notre mode´lisation de la zone externe. Pour autant nous avons pu constater
que notre approche s’ave´rait incompatible avec les mode`les de´veloppe´es par Bohr et al. et Watson. Les
points nume´riques que nous avons obtenus via une approche “a` la Bohr” s’ave`rent en effet incompa-
pre´ce´demment.
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Figure V.7 – Estimation de la valeur de hJ juste avant le ressaut en fonction du de´bit Q en
utilisant le mode`le de Watson de deux manie`res : en utilisant la relation de passage (V.2) avec
en entre´e les valeurs de HJ obtenues graˆce a` notre mode`le, et en utilisant directement la valeur
attendue par l’e´quation (II.22).
Pour la premie`re me´thode on utilise la relation (V.3) avec HJ calcule´ graˆce a` (IV.3) multiplie´
par un coefficient empirique β. Cette fois encore on choisit deux valeurs pour Ci : le cas du demi-
Poiseuille Ci = 6/5 (carre´s rouges) et le cas de l’e´coulement bouchon Ci = 1 (cercles rouges).
Pour Ce on choisit une valeur en accord avec les valeurs de hJ obtenues expe´rimentalement :
Ce = 0, 6. Pour la seconde me´thode on utilise directement l’e´quation (II.22) (cercles bleus). Dans
tous les cas les seuls parame`tres en entre´e sont les valeurs de RJ(Q). Comme on peut le voir les
courbes ne se superposent absolument pas. Le mode`le de Watson ne semble donc pas compatible
avec nos observations expe´rimentales exte´rieures.
tibles avec nos mesures expe´rimentales. Nous avons pu e´galement observer l’e´chec de la mode´lisation
de la zone interne par Watson qui s’ave`re a` la fois incompatible avec nos mesures expe´rimentales
directes et avec l’application de la condition de choc en supposant que l’e´coulement externe est conve-
nablement mode´lise´ par nos soins. En ce qui concerne la condition de choc, nous ne disposons pas de
suffisamment d’e´le´ments pour conclure sur sa validite´. Nos re´sultats nous indiquent seulement qu’elle
n’est pas incompatible avec nos donne´es a` condition toutefois de respecter une hypothe`se sur la forme
de l’e´coulement aval (a` savoir Ce = 0, 6) que nous n’avons pas ve´rifie´e ici.
Il s’ave`re donc ne´cessaire de poursuivre l’e´tude de la zone interne en mesurant d’autres profils de
hauteur mais e´galement de mesurer l’e´coulement en sortie de ressaut (e´ventuellement a` l’aide d’un
dispositif de PIV intelligent).
Chapitre VI
Perspectives et Conclusion
VI.1 Au dela` des frontie`res
Il est temps maintenant de s’aventurer un peu au dela` du cadre que nous nous sommes fixe´s a`
l’origine. On se propose donc de lever quelques unes des contraintes que nous nous sommes impose´s a`
savoir l’absence de mur de confinement mais aussi l’utilisation de verre et de Plexiglas comme substrat.
Cette de´marche nous permettra d’explorer les limites de notre mode`le et les pistes pour en poursuivre
l’e´tude...
VI.1.1 Et avec des bords ?
Bien entendu la premie`re contrainte que l’on souhaite relaxer est celle des murs de confinement...
L’ide´e est bien suˆr de regarder si notre the´orie peut eˆtre e´largie a` d’autres syste`mes. Pour cela, on
utilise simplement un couvercle de boˆıte de Pe´tri dont on a rogne´ les bords. On injecte ainsi le liquide
dans une boˆıte de 4,5 cm de diame`tre et de bord environ 2,8 mm. Nous avons fait le choix d’injecter
deux huiles silicones de viscosite´s diffe´rentes (20 et 50 cS) au travers d’une buse de diame`tre φ = 3, 2
mm en filmant a` travers le Plexiglas. Si l’on conside`re que H∞ vaut la somme de la hauteur du mur
rigide et de l’e´paisseur du liquide de´bordant au dessus de ce mur on voit de´ja` que H∞ ne peut en aucun
cas eˆtre conside´re´e comme ne´gligeable si l’on utilise le mode`le pre´ce´demment de´veloppe´. On mesurera
donc sa valeur pour chaque point repre´sente´ (cette valeur est typiquement comprise entre 4 et 5 mm).
On fait donc le choix de tracer en Fig. VI.1 la formule (IV.9). Naturellement on s’attend a` ce que la
mode´lisation pre´sente´e pre´ce´demment s’e´croule puisque la pre´sence de mur force une transition vers
un e´coulement de type II et qu’en outre la pre´sence d’un mur de confinement modifie profonde´ment
la nature de l’e´coulement qui ne peut plus eˆtre un simple e´coulement parabolique surtout sur un aussi
faible rayon de boˆıte.
Pourtant la Fig. VI.1 tend a` montrer que le mode`le propose´ avec un nombre de Froude constant
re´siste tre`s bien. En effet les courbes des deux viscosite´s se superposent bien sur la meˆme courbe
maˆıtresse et s’ajustent tre`s bien sur une fonction line´aire. On trouve alors un nombre de Froude
Fr2 ≈ 0, 31 qui est donc en dessous du nombre de Froude attendu par l’e´quation IV.12 (qui vaudrait
ici 0,38). Cela traduit probablement les modifications du profil de l’e´coulement exte´rieur apre`s le choc
par rapport a` celui observe´ pre´ce´demment. Ce re´sultat bien que non comple`tement anticipe´ tend a`
confirmer la robustesse du mode`le propose´ ainsi que l’observation d’un nombre de Froude constant en
sortie de ressaut. Cet aspect du proble`me semble inte´ressant a` e´tudier en observant le profil de hauteur
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Figure VI.1 – Test de la loi (IV.9) dans le cas d’un ressaut confine´ par un mur d’environ 2,8
mm de hauteur. Les liquides utilise´s dont des huiles silicones de 20 cS (cercles rouges) et 44,9
cS (carre´s bleus). Nous impactons directement dans une boˆıte de Pe´tri en Plexiglas de rayon
R∞ = 4, 5 cm. Le diame`tre de l’injecteur est φ = 3, 2 mm. H∞ est mesure´e pour chaque point.
Comme on le voit les points s’ajustent sur une courbe maˆıtresse. On trouve alors Fr2 ≈ 0, 31
au lieu de 0,38.
dans le cas d’un ressaut avec mur de confinement puis en construisant un mode`le plus complexe pour
la zone externe et il semble me´riter une e´tude expe´rimentale a` part entie`re.
VI.1.2 Le cas super-hydrophobe
On se pose maintenant la question de la validite´ de notre mode`le si nous nous plac¸ons dans une
configuration extreˆme. Nous avons donc traite´ une plaque carre´e de cuivre a` l’aide du traitement
de´veloppe´ dans l’annexe C. On fait impacter un jet d’eau issu d’un injecteur de diame`tre φ = 4 mm.
Contrairement aux cas pre´ce´dents l’eau ne mouille pas entie`rement la plaque : on observe plutoˆt une
large flaque qui s’e´coule par des filets liquides sur les bords. Ces filets se de´placent et l’on ne peut pas
re´ellement de´finir la forme de la flaque.
Si l’on compare ces observations avec celle de Maynes et al. (voir partie I.6.1) on se trouve bien
dans un re´gime de petits nombres de Weber. En effet dans notre cas on a We < 450. On observe donc
bien un re´sultat comparable a` celui observe´ par Maynes sur la Fig. I.18 (a).
On suppose que dans cette situation la hauteur de liquide au bord est simplement donne´e par
l’e´paisseur de flaque c’est-a`-dire :
H∞ ≈ 2lcsinθ
2
, (VI.1)
ou` lc =
√
γ
ρg et θ est l’angle de contact du liquide avec la plaque c’est-a`-dire ici 160
◦. Cela nous
permet d’estimer H∞ a` environ 5 mm. Des mesures a` l’aide du profondime`tre permettent en outre de
confirmer cette estimation. Comme on utilise de l’eau la viscosite´ du liquide est tre`s faible ainsi on a :
6
pi
νQ
g ln
(
R∞
RJ
)
 H4∞. L’e´quation (IV.6) devient donc :
Q = Fr22pig
1/2RJH
3/2
∞ . (VI.2)
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On peut ainsi tester l’e´quation (VI.2) avec nos points expe´rimentaux. Le re´sultat est visible sur la
Fig. VI.2.
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Figure VI.2 – Test de la loi (VI.2) dans le cas d’un jet d’eau issu d’un injecteur de diame`tre φ =
4 mm sur une plaque de cuivre carre´e traite´e super-hydrophobe (voir l’annexe C). L’e´coulement
exte´rieur se fait sous la forme d’une flaque qui s’e´coule parfois via des filets liquides. La droite
noire est simplement un ajustement line´aire sur les points. Comme on peut le voir le mode`le
semble bien fonctionner (on comprend facilement que les premiers points sont e´carte´s de la
courbe en raison de la tension de surface) toutefois le coefficient est tout a` fait surprenant
puisqu’il correspond a` un Fr2 ≈ 0, 14.
Les points expe´rimentaux semblent plutoˆt bien correspondre a` la the´orie. Cela accre´dite une fois
encore l’observation d’un nombre de Froude constant en sortie du ressaut. L’e´cart des premiers points
avec la droite s’explique assez simplement par l’influence de la tension de surface, en effet le liquide
que nous utilisons posse`de une tension de surface e´leve´e (γ ≈ 70.10−3 N/m) et comme on l’a vu dans
la section II.2.4 l’influence de la tension de surface est proportionnelle a` la diffe´rence de hauteur de
liquide de part et d’autre du choc a` RJ donne´. Cette diffe´rence est en effet plus importante dans notre
cas car HJ ≈ H∞.
Il est ne´anmoins beaucoup plus difficile de comprendre le coefficient directeur de la fonction line´aire
qui ajuste nos points expe´rimentaux. En effet il nous permet d’estimer un nombre de Froude Fr2
d’environ 0,14. Ce coefficient ne correspond absolument pas a` ceux obtenus pre´ce´demment (Fr2 de
l’ordre de 0,3). 1
Il est difficile de fournir une explication raisonnable a` cet e´tat de fait. Toutefois le fait que la loi
que nous observons ait le bon comportement nous invite a` penser une fois de plus que la the´orie d’un
nombre de Froude constant en sortie de ressaut est particulie`rement robuste.
VI.2 Conclusion du Chapitre
La richesse de la litte´rature sur le ressaut hydraulique circulaire prouve s’il en e´tait besoin a` quel
point il serait pre´somptueux de tirer une conclusion de´finitive sur le sujet. Comme on le constate nous
n’avons pas encore termine´ le puzzle et si les bords nous ont fourni un certain nombre d’informations
1. Par ailleurs nous avons aussi teste´ ces points expe´rimentaux sur la the´orie de Watson-Bush et l’accord entre the´orie
et expe´rience est de´sastreux.
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les dernie`res pie`ces a` poser soule`vent d’e´pineuses questions.
Si cette approche par les bords peut sembler e´vidente pour construire un puzzle, elle va, comme on
l’a vu au cours de la partie bibliographique, plutoˆt a` contre courant d’une approche hydrodynamique
classique qui a plutoˆt tendance a` minorer l’importance de ces conditions aux limites. Cela montre
toute la difficulte´ de la question du ressaut hydraulique : il s’agit de la transition d’une zone super
critique a` une zone sous critique et pourtant zones super et sous critiques interagissent l’une sur l’autre
pour fixer la position du ressaut. Ainsi notre approche “par les bords” si elle offre un regard un peu
diffe´rent sur le ressaut n’en demeure pas moins incomple`te.
Nous avons en effet mode´lise´ la zone externe a` l’aide d’un mode`le simple (au demeurant de´ja` pre´-
sent dans la litte´rature) reposant sur l’e´quilibre entre pression hydrostatique et frottements visqueux
pour un e´coulement parabolique. Nous avons ensuite ve´rifie´ sa validite´ expe´rimentalement et nume´ri-
quement. Il n’en demeure pas moins que ce mode`le repose sur la connaissance de H∞, la hauteur de
liquide en bord de plaque, qui est influence´e par diffe´rents parame`tres comme la ge´ome´trie du bord de
la plaque, la tension de surface mais aussi la viscosite´ et le de´bit. Cette question peut sembler annexe
mais comme on l’a vu la valeur de H∞ peut affecter de manie`re importante le rayon du ressaut.
Cette question relativement simple d’un e´coulement sur une arreˆte ne peut pourtant pas eˆtre re´solue
simplement et me´riterait une e´tude a` part entie`re meˆlant mouillage et hydrodynamique.
Enfin que devient cette mode´lisation simple de la zone externe lorsque l’on place des murs de
confinement en bord de plaque ? Nous avons montre´ que la re´ponse a` cette question e´tait une des
cle´s de notre compre´hension du syste`me et nous avons fourni les premiers jalons expe´rimentaux d’un
travail qui reste a` accomplir.
Pour autant la puissance quatrie`me de H∞ nous permet de souvent nous placer dans des cas limites
ou` ce terme est ne´gligeable (absence de mur) ou pre´dominant (pre´sence d’un mur assez haut et/ou
condition de mouillage particulie`re). Il est toutefois important de garder a` l’esprit que les deux termes
existent et bien re´fle´chir a` la situation e´tudie´e.
Cette connaissance du profil exte´rieur nous permet ensuite de remonter jusqu’a` la sortie d’un res-
saut. A cet endroit on peut ainsi pre´dire mais surtout observer un nombre de Froude inde´pendant
du de´bit, de la viscosite´ et de la tension de surface et de´pendant peu de la ge´ome´trie. Ce nombre de
Froude est a` la fois attendu par la relation RJ(Q) et observe´ expe´rimentalement par mesures directes.
De ce re´sultat simple et pourtant jamais observe´ on tire ensuite une loi analytique simple permettant
de pre´dire la position du ressaut en fonction du de´bit, de la viscosite´, des parame`tres ge´ome´triques
et de la tension de surface via son influence sur H∞, loi qui se ve´rifie tre`s bien expe´rimentalement.
Pour autant nous ne comprenons pas the´oriquement ce qui fixe ce nombre de Froude. Et l’on peut se
demander si cette condition est universelle ou si les variations du nombre de Froude sont simplement
trop faibles pour eˆtre observe´es avec notre dispositif expe´rimental.
La re´ponse a` cette question n’est pas anodine : en effet le fait d’ajouter une condition supple´-
mentaire (Fr = cste) au syste`me fournit une e´quation supple´mentaire a` un syste`me de´ja` boucle´. Il
n’est pas e´vident comme nous l’avons vu sur la question de mode`le de Watson que cette condition
supple´mentaire soit compatible avec l’e´quation de Be´langer et les deux descriptions des zones interne
et externe. Cette observation d’un nombre de Froude constant soule`ve donc d’importantes questions
the´oriques.
En ce qui nous concerne, notre e´tude bibliographique exhaustive nous pousse a` travailler vers un
mode`le plus complet du ressaut meˆlant a` la fois une nouvelle description de la zone interne (celle de
Watson se trouvant mise en de´faut), la the´orie de Higuera (qui avait presque abouti a` la loi que nous
de´fendons) pour mode´liser au mieux la zone du choc et son voisinage (en particulier la zone interne
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pre`s du choc) et enfin notre mode`le. Par ce travail encore a` accomplir il y aurait e´ventuellement pos-
sibilite´ de parvenir a` un mode`le complet du ressaut circulaire hydraulique qui redonnerait un nombre
de Froude constant en sortie. Une piste concernant les travaux a` accomplir en terme de mode´lisation
de la zone interne serait de conside´rer plus pre´cise´ment le jet et l’impact...
Enfin nos premie`res expe´riences sur l’impact d’un jet sur un substrat super hydrophobe semblent
a` la fois encourageantes aux vues du succe`s de notre loi d’e´chelle et de´routantes par les valeurs obte-
nues. Pour poursuivre dans cette direction il faut a` la fois re´soudre le cas simple du ressaut sur surface
“normale” mais aussi travailler sur la mode´lisation de l’e´coulement dans ces conditions particulie`res en
s’inspirant par exemple des travaux de Prince et al. [87] sur le ressaut sur substrat super hydrophobe
isotrope. Pour autant l’exploration expe´rimentale de la frontie`re entre un ressaut hydraulique et la
fragmentation d’une nappe liquide comme mis en e´vidence par Maynes et al. [80] peut e´ventuellement
nous fournir des informations sur ce qu’est finalement un ressaut hydraulique en tant qu’objet phy-
sique.
Pour terminer ce Chapitre il est assez tentant de faire remarquer qu’ouvrir un robinet et regarder
le fond de son e´vier n’a pas fini de rendre passionnante la vaisselle pour le physicien.
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Deuxie`me partie
Le ressaut incline´
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Chapitre VII
E´tat de l’art et dispositif
expe´rimental
VII.1 Et si on incline notre ressaut ?
On se pose maintenant la question de la brisure de syme´trie impose´e par l’inclinaison du substrat
par rapport a` l’horizontale, l’injection du liquide continuant de se faire de manie`re perpendiculaire au
substrat. L’expe´rience de pense´e n’a rien d’e´vident et soule`ve un grand nombre de questions : Observe-
t-on toujours un ressaut ? Quelle est sa forme ? Quels sont les parame`tres physiques importants a`
conside´rer dans le proble`me ?
Nous avons vu dans le pre´ce´dent chapitre l’importance des conditions aux limites. Le fait d’incliner
la plaque recevant le liquide permet de modifier profonde´ment ces conditions : le liquide s’e´coule le
long de la plaque, un bourrelet liquide entourant le ressaut se forme... Quels seront les effets de ces
conditions aux limites sur le ressaut ?
On peut e´galement se poser la question de la valeur d’un nombre de Froude dans ce cas d’un
ressaut hydraulique sur plan incline´. Est-il constant ? Peut-on ge´ne´raliser l’approche pre´ce´dente pour
mode´liser le ressaut hydraulique sur plan incline´ ?
VII.1.1 Beaucoup de questions... et peu de re´ponses.
La longue liste de questions que l’on vient de poser ne trouve justement que peu de re´ponses dans
la litte´rature. Cet e´tat de fait est pour le moins curieux quand on connaˆıt la richesse de la litte´rature
sur le ressaut hydraulique circulaire. Il n’existe en effet aucun article de re´fe´rence sur lequel s’appuyer
pour une e´tude dans cette nouvelle ge´ome´trie.
Bien entendu l’ide´e de forcer la brisure de syme´trie d’un ressaut circulaire n’est pas neuve. Le
moyen le plus re´pandu est d’incliner le jet [64, 65, 66, 68, 109]. On observe alors des formes varie´es
de ressauts hydrauliques. On peut en particulier distinguer le cas ou` le ressaut est ovale et le cas ou`
le ressaut pre´sente un ou plusieurs “coins”. Ces diffe´rents types de ressaut dus a` un jet incline´ sont
pre´sente´s sur la Fig. VII.1 (un diagramme de phase a e´galement e´te´ pre´sente´ au cours de l’introduction
en Fig. I.19).
Notons au passage que dans le cas le plus simple d’un ressaut ovo¨ıde, Kate, Das et Chakra-
borthy proposent un calcul pour le “rayon” du ressaut. En mode´lisant avec pre´cision la zone d’im-
pact du jet et en particulier la position exacte du point de stagnation puis en suivant une ap-
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Figure 1. Illustrative sketches for (a)(i) Normal impinging jet, and (b)(i) oblique impinging
jet. (a)(ii) The circular hydraulic jump (circular liquid jet impinging normal to the horizontal
surface), volume flow rate of water, Q = 1× 10−4 m3 s−1, nozzle diameter, d = 8.8mm. (b)(ii)
Non-circular hydraulic jump due to a circular liquid jet impinging obliquely on a horizontal
surface, Q = 1 × 10−4 m3 s−1, d = 8.8mm, nozzle inclination (with horizontal), φn = pi/4.
(c) Regions of flow field in the case of a normal impinging jet.
respectively (for details see: Watson 1964; Rao & Arakeri 1998). Various aspects of
the circular hydraulic jumps, formed under identical conditions, have been extensively
studied (Watson 1964; Olsson & Turkdogan 1966; Ishigai et al. 1977; Nakoryakov,
Pokusaev & Troyan 1978; Craik et al. 1981; Bohr, Dimon & Putkaradze 1993;
Godwin 1993; Liu & Lienhard 1993; Higuera 1994, 1997; Blackford 1996; Hansen
et al. 1997; Brechet & Ne´da 1999; and Bush & Aristoff 2003). Oblique impinging
jets, in comparison to normal impinging jets, however, have received relatively less
attention in the fluid mechanics literature. Figure 1(b)(i) schematically describes an
oblique impinging jet and the associated hydraulic jump characteristics, with the
corresponding photographic view depicted in figure 1(b)(ii). The obliquity of the jet
turns out to be a major parameter in determining the nature of the flow in the case
of such non-circular hydraulic jumps, primarily in the following respects. First, the
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Figure 10. Hydraulic jump with corners: (a)(i), (b)(i) and (c)(i) are type I, type II and type III
jump profiles, respectively, (a)(ii) (φn = 17.5◦, Q = 5×10−5 m3 s−1, d = 6.48mm, H = 11mm),
(b)(ii) (φn = 17.5◦, Q = 8.33× 10−5 m3 s−1, d = 6.48mm, H = 11mm), and (c)(ii) (φn = 17.5◦,
Q = 1.25 × 10−4 m3 s−1, d = 6.48mm, H = 11mm) are the corresponding cornered jumps
visualized in our experiments.
(type I jumps)), the vertex of the triangle being located at the extreme upstream point
of the jump profile. Additionally, we observed the formation of wave structures and
disturbances beyond the base (side opposite to the extreme upstream) of the triangle,
as can be seen in figure 10(a)(i).
With an increase in V , the extreme upstream of the jump becomes more pointed.
The two equal sides of the jump profile elongate and become curved. The base takes
a bow shape and its length decreases. The typical form observed can be described as
a ‘tear drop’ shape (figure 10b(i), (ii)) (type II jumps). With further increases in V , the
two branches of the jump profile, emerging from the extreme upstream point come
closer to each other. At one point, the third branch (i.e. the branch perpendicular
to the line of symmetry) disappears and the other two branches intersect each
other, giving the jump profile a typical shape. The shape now resembles that of
a fish (figure 10c(i), (ii)) (type III jump). With any increase in V beyond this, the
profile elongates and encompasses a greater area. However, the jump profile shape
remains unaltered. Figure 11 depicts the qualitative changes in the hydraulic jump
profiles with the corrosponding variations in φ and V . Disturbances and waves of a
secondary nature have also been observed beyond the third branch and at the point of
intersection of the branches (except at the extreme upstream point)(see figures 10a(ii)
and b(ii)).
Figure VII.1 – Jets incline´s impactants un plan horizontal. (a) De´finition du proble`me. Lorsque
le jet est faiblement incline´ le ressaut devient ovo¨ıde. (b) Lorsque l’on incline davantag le jet
on peut obtenir une grande varie´te´ de formes pour le front, y compris avec des brisures de front
ou “coins”. Suivant les citations on peut de´nombrer un ou plusieurs “coins”. Cette zoologie n’est,
a` ce jour, toujours pas entie`rement comprise. Toutefois un diagramme de phase est visible en
Fig. I.19 dans le pre´sent manuscrit. Photographies tire´es de [64].
proche identique a` celle propose´e par Bohr et al. dans la re´fe´rence [8] ils aboutissent au re´sultat
RJ(θ, ζ) = K(θ, ζ)Q
5/8ν−3/8g−1/8, ou` K(θ, ζ) est un pre´ facteur explicite´ dans la re´fe´rence [64] de´-
pendant de l’angle d’inclinaison du jet ζ et de la position angulaire dans le ressaut θ. On remarquera
en particulier que cette loi est analogue a` la loi d’e´chelle ropose´e ar Bohr et al. dans l’a ticle [8]
et pre´sente´e dans ce manuscrit a` l’e´quation II.61, mais modifie´e par un pre´facteur tenant compte de
l’inclinaison du jet.
On peut aussi briser la syme´trie d’un ressaut en faisant impacter un jet sur une plaque horizontale
en mouvement [50, 67, 105]. Il n’existe pas a` e jour de the´orie susceptibl de mode´lis r cet e´coul ment
mais quelques images de cette situation sont pre´sente´es en Fig. VII.2.
Pour autant, notre situation simple consistant a` incliner la plaque et l’injecteur (pour qu’il reste
toujours perpendiculaire a` la plaque) n’a pour le moment quasiment pas e´te´ e´tudie´e. Bien suˆr le cas
d’un ressaut hydraulique “classique” en deux dimensions et sur substrat incline´ a de´ja` e´te´ aborde´ dans
la litte´rature tant the´oriquement qu’expe´rimentalement (par exemple par les travaux de Dyment [38],
de Defina & Susin [32], de Benilov [6] ou meˆme de Bohr et al. [113]). En ce qui concerne un ressaut
forme´ par un jet impactant, on ne trouve gue`re que les travaux de Johnson & Gray [62] mais il s’agit
dans ce cas d’un jet de granulaire toujours vertical dans le plan du laboratoire formant un ressaut
de grains (illustration en Fig. VII.3) sur un plan incline´... On observe des re´gimes stationnaires mais
aussi des re´gimes instationnaires et en tout e´tat de fait ni le dispositif ni les formes obtenues ne sont
comparables avec nos observations. Leur e´tude est donc difficilement adaptable avec le syste`me qui
nous inte´resse ici.
Un autre domaine a avoir e´te´ largement e´tudie´ est l’e´talement d’un liquide sur un plan incline´.
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hydraulic jump position, two more parameters can be
calculated:
• Yju: position of first minimum,
• Rju: radius of jump!s curvature at the first minimum.
The position of the first minimum is found by approxi-
mating the measured points (hydraulic jump) with a
polynomial of second order (y = ax2 + bx + c); the
first minimum corresponds to the constant c of the
polynomial. The radius of curvature of the jump at
Fig. 4. Hydraulic jump visualizations for different surface velocities: Vj = 1 m/s and H ¼ 0.11.
Fig. 5. Hydraulic jump visualizations for different surface velocities: Vj = 1.4 m/s and H ¼ 0.11.
198 M. Gradeck et al. / Experimental Thermal and Fluid Science 30 (2006) 193–201
Figure VII.2 – Jet impactant verticalement un plan horizontal en translation. Quatre vitesses
sont repre´sente´es (de 1 a` 2,5 m/s). Le tapis se de´place de gauche a` droite. Plus la vitesse du
tapis augmente plus le front se rapproche du jet incident et plus la hauteur apre`s le choc grandit.
Photographies tire´es de [50].
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Figure 3. Time sequence of the formation of a teardrop-shaped shock, for ζ =26.7◦,
Hf =30 cm and D=15 mm. Times after jet impact are: (a) 0.02 s, (b) 0.1 s, (c) 0.26 s,
(d ) 0.50 s, (e) 1.0 s, (f ) 1.5 s, (g) 2.0 s and (h) steady-state. A movie showing the time-dependent
evolution of this flow is available at journals.cambridge.org/flm.
3.2. Steady blunted jumps
For shallower slope inclination angles, a second steady-state regime exists that displays
the same radial flow inside a closed granular jump as before, but in which the shock
is blunted, as shown in figure 4. The sharp vertex of the teardrop-shaped shock is
replaced by a normal shock which lies across the slope. When the two streams of flow
in the thicker layer of material adjoining the shock reach this normal shock, they
are in part directed towards each other, following the line of the closed shock, and
in part detach from the shock and decelerate rapidly to form part of the downslope
flow. The speed of flow downstream of the shock is about 0.07m s−1.
In the centre of the cross-slope jump, a complex three-dimensional interaction
between three flow streams is observed: the material from the inner region, flowing
directly downstream, encounters both a normal shock, and the components of the
two streams that have been diverted towards one another. The flow at the shock
overturns, and resembles a static continuously breaking wave. The overturning of
the flow at the shock has some resemblance to the recirculation observed in two-
dimensional propagating granular bores by Gray et al. (2003). As a result of this
interaction between the streams, the downstream flow is thickest in two broad regions
either side of a thin trench along the axis of symmetry, a configuration which persists
in the flow downstream. For smaller ζ and greater Hf , the region enclosed by the
hydraulic jump becomes wider in the y-direction, and shorter in the x-direction; in
Figure VII.3 – Impact d’un jet granulaire vertical (dans le re´fe´rentiel du laboratoire) sur
un plan incline´. Les images sont prises successivement lors de la formation de la structure, a`
de´bit constant, la dernie`re repre´sentant la structure stationnaire. On remarquera une tre`s grande
proximite´ de forme avec la structure obtenu par Kate et al. utilisant un jet liquide incline´ sur
un plan horizontal (voir Fig. VII.1 (b)). D’autres formes de ressaut peuvent eˆtre obtenues en
faisant varier l’inclinaison de la plaque et le de´bit. Pour plus d’informations se reporter a` [62].
On trouve par exemple des travaux de´taillant l’e´talement d’un liquide extreˆmement visqueux a` partir
d’un point source ou de uis une ligne source situe´e horizontalement en haut d’un plan incline´. On
pense par exemple aux travaux de Lister en ce qui concerne la mode´lisation the´orique [75] ou ceux
de Huppert et al. tant expe´rimentaux que the´oriques [58, 55]. On trouve aussi des e´tudes concernant
l’e´coulement d’un liquide visqueux suivant les e´quations de couches limites dans une configuration ou`
le liquide est laˆche´ d’un point situe´ en haut d’une plaque, on pense par exemple aux travaux de Smith
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[106]. Ces questions ont, en effet, passionne´ une grande communaute´ de chercheurs travaillant autour
de proble`mes de ge´ophysique comme l’e´coulement de nappes de lave ou de boue.
Dans la limite oppose´e un certain nombre de mode`les utilisant un point source sur un plan incline´
ont aussi e´te´ re´alise´s dans le cas d’un fluide non visqueux (par exemple celui de Rienstra [95]). Un
tel mode`le pre´dit donc la position d’un bord de nappe liquide de forme parabolique uniquement fixe´
par un e´quilibre entre gravite´ et inertie et ainsi donne´ en ordre de grandeur par U2/(2gsinα) ou` U
est la vitesse du jet incident et gsinα la composante de gravite´ le long du plan (ce qui signifie donc
10 cm pour un jet liquide de seulement 2 m/s). Cette approche a ensuite e´te´ ame´liore´e par Edwards
et al. [41] accompagne´e de la premie`re expe´rience qualitative rapporte´e d’un jet liquide impactant un
plan incline´. Edwards et al. utilisent un mode`le de choc δ pour mode´liser l’exte´rieur de la nappe cela
re´duit de 5/9 les valeurs attendues par le mode`le et maintient une forme a` peu pre`s parabolique (voir
Fig. VII.4).
(a)
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Figure 7: The characteristics, or particle paths, for a point source flow on an
inclined plane.
along which there are mass and momentum fluxes. It forms a bounding disconti-
nuity in the flow whose position must be determined by appropriate free boundary
conditions. In the next section, we will use the idea of delta-shocks for the degen-
erate hyperbolic system (3.7)–(3.8) to determine the position of this tube, showing
that the presence of the tube causes a significant decrease in the maximum distance
up the slope attained by the layer as it flows uphill compared with the distance
U2/2g sin γ of the apex of the caustic.
3.1 Modelling a mass tube as a delta-shock
The equations to be solved are (3.7)–(3.9). We write the mass tube Γ as y = ym(x).
We also assume that the surface is dry in y > ym(x). Referring to Figure 8, we
define a unit tangent tm in the direction of the flow in the mass tube, and a normal
nm into the tube from the sheet, and measure the arc length s along the tube
from x = 0 in the direction of tm. We model the mass tube as a delta-shock and
introduce a delta function supported on Γ, which we denote by δΓ, into the film
thickness, and into the film mass and momentum fluxes. Thus, following (2.2)–(2.4)
we replace η by the distribution
A(s)δΓ + η(x, y)HΓ, (3.17)
and ηu, ηuu and ηvu by the distributions
M(s)tmδΓ + ηuHΓ, (3.18)
E(s)(tm · ex)tmδΓ + ηuuHΓ, (3.19)
E(s)(tm · ey)tmδΓ + ηvuHΓ, (3.20)
respectively, where HΓ is a Heaviside function that is unity in y < ym(x), and ex,y
are unit vectors in the x, y directions respectively, and (3.18)–(3.20) are defined in a
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Figure 9: The solid line corresponds to the solution of the mass tube equations
(3.28)–(3.30). The dotted lines are the characteristics of the flow as calculated
from (3.5). The mass tube is the physical bound for the fluid with the surface dry
above it.
for small θ, where the forms of these expansions are determined by the symmetry
of the mass tube about x = 0 and from a consideration of the possible expansions
of (3.29) and (3.30). Equating powers of θ in the expansions of (3.29) and (3.30)
we find that τ0 = 1/3, m0 = 1/2, τ1 = 23/234 and m1 = 5519/109512. In x, y
coordinates this gives the start of the tube as (0, 5/18) rather than (0, 1/2).
We can now use this local solution to provide the initial conditions for solving
(3.28)–(3.30) by a fourth–order Runge–Kutta method, and the result is plotted in
Figure 9 (incidentally the solution is not a parabola), in which the characteristics
on the equation (3.5) are also plotted for comparison. The tube lies below the
envelope of characteristics and represents the bounding curve for the fluid with the
surface dry above it.
The shape of the mass tube we have calculated is qualitatively similar to the
mass tube of Figure 2(a), but calculations based on rough measurements in this
kitchen-sink experiment suggest that the rise is about 13 of that predicted by our
theory. Viscous drag is a plausible candidate to account for the shortfall, and we
briefly consider its eﬀects. We suppose that a jet of radius a impinges normally
with speed U on a vertical plate and estimate some orders of magnitude for various
properties of the flow. For our experiment U is about 1.8 m s−1 and a = 2×10−3 m
with ν ∼ 10−6 m2 s−1; thus at a distance O(a) from the jet the Reynolds number
is Ua/ν ∼ O(103) and the Froude number is U/√ga ∼ O(10). Hence the theory
described in this paper applies to this flow. Now we move away from the jet to a
radial distance R and suppose that the mean velocity has not changed by an order
of magnitude. Then the layer thickness will be H ∼ O(a2/R) and the Froude
number will be U/
√
gH ∼ O(UpR/ga2), which is large over the entire range of
our experiment. The reduced Reynolds number, which measures the importance
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Figure VII.4 – (a) Courbes caracte´ristiques ou chemins d pa ticules ob enus dep is un point
source sur un plan incline´. Les seuls ingre´dients physiques pre´sents ici sont l’inertie et la gravite´.
(b) Le tube de masse (ligne continue noire) repre´sente la limite physique attendue par un choc
δ. La surface e´tant suppose´e se`che a` l’exte´rieur. Ce mode`le de choc permet de re´duire de 5/9
les valeurs attendues par le mode`le pre´ce´dent qui deviennent alors plus “re´alistes”. Toutefois ce
mode`le ne tenant pas compte d’une couche limite visqueuse ne semble pas pertinent en regard de
l’expe´rience. Sche´mas extraits de la re´fe´rence [41]
Bien entendu, toute cette litte´rature des cas les plus visqueux aux fluides parfaits n’observe ni ne
pre´dit de ressaut hydraulique. Si cela est logique pour une situation tre`s visqueuse ou` les vitesses sont
toujours sous-critiques, on comprend que les mode`les propose´s dans une limite fai lement visqueuse
e´chouent a` mode´liser la situation expe´rimentale ne´gligeant, de fait, la formation d’une couche limite
visqueuse, e´le´ment qui est, comme on peut s’y attendre apre`s la lecture de la Partie I, absolument
de´terminant.
Le ressaut hydraulique forme´ par un jet impactant verticalement un plan incline´ semble donc un
sujet peu re´fe´rence´. Notre approche consistera donc avant tout en une premie`re e´tude expe´rimentale
puis the´orique dans le but de de´fricher ce sujet a` la lumie`r de notre e´tude sur le ressaut circulaire
horizontal.
Toutefois deux articles publie´s par Wilson et al. [116, 111] relatent le cas particulier de jets horizon-
taux ou obliques impactants une surface verticale. Il ne s’agit donc pas ici d’une e´tude sur plan incline´,
l’angle de la plaque e´tant laisse´ constant a` 90°, mais on trouve tout de meˆme un certain nombre d’e´le´-
ments inte´ressants dans ces publications, susceptibles de nous guider dans notre de´marche. Signalons
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e´galement une e´tude inacheve´e de Thiffeault et Belmonte qui proposent une approche similaire a` celle
de´veloppe´e par Kate et al. pour de´terminer la position du ressaut 1.Nous allons maintenant de´tailler
les e´le´ments les plus pertinents des approches de Wilsonet al. [116, 111].
VII.1.2 Les pre´curseurs
La situation e´tudie´e par les auteurs est tre`s spe´cifique ; il s’agit de l’impact d’un jet d’eau horizon-
tal sur divers substrats verticaux, en situation de mouillage partiel. Les effets de tension de surface
s’ave`rent donc importants.
Lorsque l’on fait impacter un jet orthogonalement a` une surface verticale on peut observer diffe´-
rents types d’e´coulement comme de´crit par Wilson et al. dans [116] :
(i) E´coulement en me´andre : lorsque les effets de la tension de surface sont comparables ou do-
minants devant les effets gravitaires on observe un ressaut hydraulique quasiment ferme´ entoure´ d’un
bourrelet liquide, le liquide s’e´coule ensuite sous forme d’un ruisselet formant des me´andres (voir
Fig. VII.5 : (a)).
(ii) E´coulement gravitaire : dans ce cas la` les effets gravitaires et inertiaux dominent par rapport
aux effets capillaires. On observe ainsi un ressaut en forme de fer a` cheval entoure´ d’un bourrelet
de liquide. Le liquide s’e´coule ensuite sous la forme d’un film liquide relativement mince et toujours
entoure´ par un bourrelet liquide plus e´pais (voir Fig. VII.5 : (b)). Ce film liquide est susceptible de se
diviser en aval sous forme de plusieurs ruisselets.
(a)
Occasionally the film would split into two or more rivulets and
also form braided patterns, discussed by Mertens et al. (2005).
The rivulet flow regime involves conditions which give poor
wetting and unsatisfactory spray ball performance. This work
focuses on the gravity flow regime, and we report conditions
where rivulet flow is observed. Understanding the factors influ-
encing the transition between the two regimes is useful, and we
compare the conditions for rivulet flow with the criterion pre-
sented by Hartley and Murgatroyd (1964).
2. Experimental
2.1. Morison and Thorpe’s experiments
The apparatus employed by Morison and Thorpe is described
in detail in their 2002 paper. In brief, a pressurised water supply
fed a spray ball, which had all but one hole blocked off. The
resultant jet was directed horizontally and travelled a distance L
before impinging on a vertical surface. Flow rates and wetting
dimensions were recorded and the patterns photographed.
Mass flow rates varied from 9 to 88 g s!1 and L ranged from
0.09 to 3.0 m.
Morison and Thorpe did not report a complete set of surface
tensions and contact angles for the solutions and substrates
used in their experiments. They reported a surface tension of
31 mNm!1 for their detergent solution (Shell Teepols), mea-
sured relative to distilled water using a capillary. The surface
tension of NaOH solutions used here was 7470.2 mNm!1
(Alvarez et al., 2007). The stainless steel plate was a food grade
material with a 2B finish (0.3–0.5 mm): the acrylic plate had a
smoother finish and was used as received.
Values of the contact angle, b, used in the calculations were
either taken from the literature or estimated by least squares
regression, fitting the model to the experimental data with b
constrained to lie within bounds set by literature values. For
NaOH solutions on stainless steel, b¼351 (Aspentech, 2008); for
water on stainless steel, b¼351 (Boulange´-Petermann et al., 2008
reported a range of 30–371); for water on acrylic (polymethyl
methacrylate), b¼531 (Johnson et al., 1986 reported a range of
52–761). Data were not available for the detergent solution on
acrylic, and a b value of 751 was found to give the best fit for the
model to the experimental data. The above values (of contact
angles) are either averages of the advancing and receding contact
angles, or this information was not specified. In a stable flow the
former is likely to be the relevant value for the region of radial
expansion. In the draining film, particularly in the case of rivulet
flow, the receding contact angle is more likely to be relevant.
2.2. Impinging jets
These experiments were performed by Le in 2010. The bench-
scale apparatus consisted of an elevated 20 L tank holding the test
liquid, which fed a stainless steel cylindrical nozzle with the
following geometry: angle of convergence 451, inlet i.d. 4 mm;
throat diameter, Dt, 1 mm. Liquid flowed under gravity through a
flow control valve, with a pressure gauge upstream of the nozzle.
The pressure drop across the nozzle was used to monitor flow
rates. The 0.50 m supply head gave liquid flow rates from 0.6 to
2.0 g s!1, corresponding to jet Reynolds numbers of 790–2500 at
20 1C. The discharge coefficient for the nozzle was calculated and
was found to increase from 0.56 to 0.75 over this range of jet
Reynolds numbers.
The target surface was held vertical by a frame at a horizontal
distance L from the nozzle. The experiments all featured coherent
jets, i.e. LoLc, where Lc is the jet length at which instabilities of
the jet were first observed. A study of coherent lengths at
different flow rates established that Lc/Dt was related to the
Weber number, We# ru2j L=g, with uj being the jet velocity and
g the liquid–vapour surface tension. The data gave Lc/Dt$18 We½,
which is consistent with Middleman’s (1995) result for the onset
of capillary instabilities in cylindrical liquid jets.
A stable jet was first established with an interrupter plate
preventing liquid from contacting the target surface. Once the jet
had stabilised, the interrupter plate was removed and the result-
ing flow patterns photographed from the dry side through the
transparent target surface; the camera was co-axial with the jet.
Between photographs, the surface was isolated from the jet by the
interrupter plate and the surface washed with ethanol, then with
acetone, and allowed to dry.
The liquid temperatures were set by heating the liquid
externally before charging it to the holding tank. The water
temperature was measured using a K-type thermocouple, with
an accuracy of 71 K.
R
W
WT
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Rc
R
OO
Fig. 2. Drainage flow patterns observed with a 1 mm diameter horizontal jet from a convergent nozzle. The jet impinged onto a vertical transparent plate. Photographs
obtained with water at 20 1C, taken from the dry side. (a) Glass plate with gravity flow, giving a film of widthW. Rc is the external circumferential radius. (b) Perspex plate,
showing rivulet flow with a tail of width WT.
D.I. Wilson et al. / Chemical Engineering Science 68 (2012) 449–460 451
(b)
Whereas knowledge of the ﬁlm width at the plane of impinge-
ment is sufﬁcient to estimate the falling ﬁlm width for horizontal
jets, the widest part of the radial ﬂow zone and the associated
ﬁlm width for non-horizontal jets is located above or below the
plane of impingement, depending on ϕ (see Fig. 8). An empirical
approach is employed here to relate 2Rmax, the maximumwidth of
the falling ﬁlm, which may be located above or below the plane of
impingement, to 2R. Rmax is a parameter required for estimating
the area wetted by the jet and the stability of the falling ﬁlm, as
the wetting rate will be a minimum at Rmax.
The results for horizontal jets impinging on glass and Perspex
at higher ﬂow rates (7–93.5 g s!1) in Fig. 17(a) show the data lie
near the locus for Rmax¼2R for lower ﬂow rates. At higher ﬂow
rates the Rmax values lie further from this trend line. All of these
tests exhibited gravity ﬂow in the falling ﬁlm, with its widest point,
expressed as 2Rmax, being located below the plane of impingement.
The distance down the plane where Rmax was observed varied
between tests. Splashback complicates interpretation of these
results as jet rebound or spray formation reduces the ﬂow rate in
the falling ﬁlm (and Rmax), but not R (as this is related to the speciﬁc
momentum of the ﬁlm). Fig. 4 indicates that splashback became
Fig. 13. Photographs of ﬂow behaviour for 50 g s!1 jet, dN¼3 mm, impinging on
Perspex at (a) ϕ¼901 (horizontal); (b) ϕ¼451 (downward), (c) ϕ¼1351 (upward).
Ruler markings are 1 mm apart, scale in cm numbers.
Fig. 14. Effect of mass ﬂow rate on impingement zone width, 2R, and height, Zr; R and
Zr are deﬁned in Fig. 1. (a) Horizontal jet, ϕ¼901; (b) downwards inclined jet, ϕ¼451;
(c) upward inclined jet, ϕ¼1311 for glass and ϕ¼1351 for Perspex. Theoretical curves,
oblique model, Eqs. (21) and (24), which include gravity, are shown.
T. Wang et al. / Chemical Engineering Science 102 (2013) 585–601596
Figure VII.5 – Jet horizontal impactant un plan vertical. (a) Ecoulement sous forme de
me´andre (les effets capillaires et gravitaires dominent). Le bourrelet entoure entie`rement le film
mince. (b) A de´bits plus e´leve´s nous sommes en situation d’e´coulement gravitaire : les effets
gravitaires et inertiaux dominent. On observe un ressaut en fer a` cheval entoure´ d’un bourrelet
liquide. Photographies extraites des re´fe´rences [116, 111].
Les auteurs proposent ensuite un mode`le simplifie´ des e´fe´r nces [59, 15], lui meˆme base´ sur le
mode`le de Watson [114] de´crit dans le corps de la Partie I (voir II.2). L’ide´e de ce mode`le est d’estimer
1. Cette approch fut pre´sente´e au cours de l’APS DFD de 2008 (voir, http ://mee-
tings.aps.org/link/BAPS.2008.DFD.BK.1).
132 CHAPITRE VII. E´TAT DE L’ART ET DISPOSITIF EXPE´RIMENTAL
la position du choc ou du ressaut en mode´lisant l’e´coulement apre`s le jet, dans la zone interne. Deux
sche´mas reprenant les diffe´rentes notations du proble`me sont repre´sente´s en Fig. VII.6.
(a)
α
−→g
Q
z
x
φ
h
(b)
α
θ
−→ur
−→uθ
Figure VII.6 – Sche´mas du proble`me du ressaut sur un plan incline´ d’un angle α. Pour le
moment on se contente de α = pi/2 dans le cadre du mode`le de Wilson et al. . (a) Un jet de
de´bit Q impacte perpendiculairement un plan incline´ d’un angle α via un injecteur de diame`tre
interne φ. L’e´paisseur du film liquide est note´e h. (b) On se repe`re dans le plan de la plaque
graˆce aux coordonne´es polaires (r, θ) de centre O correspondant au centre du jet impactant. Les
vecteurs vitesses unitaires correspondants sont note´s −→ur et −→uθ.
Dans un premier temps, et pour simplifier au maximum, les auteurs proposent de ne´gliger la gravite´
devant l’inertie emporte´e par le liquide (on pre´sente ici le mode`le vu dans [116]). Cela signifie donc que
nous sommes dans une situation analogue a` celle du ressaut circulaire hydraulique et que la vitesse
peut eˆtre conside´re´e comme invariante selon θ (l’angle de la coordonne´e polaire dans le plan de la
plaque voir Fig. VII.6 (b)), le rayon du ressaut attendu sera donc conside´re´ par les auteurs comme lui
aussi invariant selon θ on le notera RJ comme dans le cas du ressaut horizontal. Le terme en vitesse
radial sera donc note´ u(r, z) ou` r est la coordonne´e radiale a` partir du centre du jet et dans le plan
de la plaque (voir Fig. VII.6 (b))et z la coordonne´e orthogonale a` la plaque (voir Fig. VII.6 (a)).
Les auteurs se placent a` grand r dans une zone ou` r3  l3 (avec l la longueur de´finie dans le mode`le
de Watson II.2 a` savoir l = 0, 284φRe
1
3 ou` Re = 2Qνφ ), le profil de l’e´coulement est donc pleinement
e´tabli. Pour des raisons de simplicite´ on l’approxime par un profil parabolique. Ainsi si l’on note 〈u(r)〉
la vitesse moyenne du liquide dans la zone centrale et que l’on suppose que le profil de l’e´coulement
est parabolique on a
〈u(r)〉 = u(r, h)
(
2
z
h
−
( z
h
)2)
, (VII.1)
ou` h est la hauteur de liquide selon z. On conside`re que la contrainte visqueuse a pour forme
σ = η
(
du
dz
)
z=0
≈ 3η 〈u〉
h
, (VII.2)
ou` η est la viscosite´ dynamique du liquide. Les auteurs ont donc de´veloppe´ ici les hypothe`ses et les
e´quilibres propose´s par Bre´chet et Ne´da dans [12].
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On se propose donc de re´aliser un bilan de quantite´ de mouvement. Le flux de quantite´ de mouve-
ment par unite´ est donc :
M =
∫ h
0
ρu2dz =
6
5
ρ〈u〉2h, (VII.3)
avec ρ la masse volumique du liquide. Le bilan de quantite´ de mouvement donne donc, apre`s calcul,
d
dr
[
r〈u〉2h] = −5
2
ν
r〈u〉
h
, (VII.4)
avec ν la viscosite´ cine´matique. L’utilisation de la conservation du de´bit donne Q = 2pir〈u〉h car on
suppose l’e´coulement radial. Cela permet d’obtenir l’e´quation diffe´rentielle :
d〈u〉
〈u〉2 = −
10pi2ν
Q2
r2dr. (VII.5)
Ce qui donne apre`s inte´gration :
1
〈u〉(r) −
1
〈u〉(r0) =
10pi2ν
Q2
1
3
(r3 − r30), (VII.6)
ou` r0 est la position juste apre`s l’impact. Nous avons conside´re´ que le calcul a e´te´ fait pour des
rayons tels que r3  l3. Nous sommes donc dans un cas ou` r3  r30. On peut aussi conside´rer que
〈u〉(r0)  〈u〉(RJ) (la vitesse d’impact au niveau du jet est de plusieurs me`tres par seconde tandis
que la vitesse du liquide au niveau du choc est plutoˆt de l’ordre du dixie`me de me`tre par seconde).
On obtient ainsi le rayon attendu pour le choc :
R3J =
3Q2
10pi2ν
1
〈u〉(RJ) . (VII.7)
Ce qui correspond a` un re´sultat similaire a` celui de Bre´chet et Ne´da dans [12].
L’originalite´ de l’approche des auteurs re´side dans la condition de choc. L’ide´e propose´e par les
auteurs est en effet d’e´quilibrer le flux de quantite´ de mouvement avec les effets de la tension de surface
en particulier sur les conditions de mouillage (pour un rappel sur le mouillage et les angles de contacts
se re´fe´rer a` l’annexe B). Un sche´ma traduisant cette relation de choc est visible sur la Fig. VII.7. Cette
condition de choc s’e´crit donc :
M = γ(1− cosβ), (VII.8)
avec γ la tension de surface et β l’angle de contact entre le liquide et le substrat.
h(r)
u(r, z) r0
RJ
−→γ
β
−→γ
γcosβ
Figure VII.7 – Le profil de vitesse du liquide est conside´re´ comme parabolique. La position du
ressaut est note´e RJ et est fixe´e par l’e´quilibre entre le flux de quantite´ de mouvement et les
effets de tension de surface.
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En utilisant cette condition on aboutit a` la loi pour le rayon du choc :
RJ =
(
9
50pi3
)1/4
Q3/4ν−1/4ρ1/4 (γ(1− cosβ))−1/4 . (VII.9)
Ce mode`le fournit une tendance convenable et un ordre de grandeur satisfaisant pour de´crire les
e´volutions de la position du choc 2 comme cela est montre´ sur la Fig. VII.8 issue de [116]. 3 Toutefois
cette figure montre une tre`s grande dispersion des points. Une assez grande incertitude dans les mesures
des angles de contact est aussi rapporte´e dans le texte.
(a)
when plotted in terms of the dimensionless groups presented above
(Eq. (20)), the data for three different liquid/surface combinations
are strongly correlated. This result suggests that the influence of
contact angle in this regime is weak, which is consistent with
gravity dominating surface tension effects. The dimensional analysis
suggests a relationship of the form EopP0:755 (Eq. (22)) and Fig. 10
shows that the data are consistent with
Eo¼ 0:0025 rggm2 _m
2
! "0:75
¼ 0:0025P0:755 ð34Þ
The P4 values for the films in these cases ranged from
3.3$10%10 (detergent solution) to 2.4$10%11 (1 wt% NaOH
solution). Eq. (22) suggests a weak dependence on P4, explaining
why the simple correlation between Eo and P5 in Fig. 10 works
well. Eq. (33) is noteworthy in that it gives an explicit relationship
between the falling film width and the mass flow rate.
Inspection of the data sets also showed a monotonic increasing
function relating Eo to the Reynolds number in the film, Re, but
this is not as useful as (34) since W appears in both Eo and Re. It
was noticeable, however, that the Re values all lay in the laminar
regime, i.e. Re r1500 (Bird et al., 2002), indicating that viscous
forces dominate film flow behaviour.
The minimumwetting rate required to achieve stable film flow
across a surface is an important design criterion for spray ball
systems. The rate is defined as the mass flow rate per unit width;
Morison and Thorpe reported wetting rates Z0.1 kg m%1 s%1,
consistent with the minimum value of 0.11 kg m%1 s%1 for
water at 20 1C given by Hartley and Murgatroyd. Eq. (18) can be
rearranged, with ¼ in place of Z , to give
Eo¼ rgg
_m2
0:8032ðrm=gÞ0:4g1:2
¼ 1:55P5P0:44 ð35Þ
For 1 wt% NaOH solutions, as noted above, P4¼2.4$10%11;
substituting this into (35) gives Eo¼8.8$10%5 P5, which is plotted
in Fig. 10. Morison and Thorpe’s data lie to the right of the locus, as
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Fig. 9. Comparison of predicted (Eq. (15)) and measured size of radial flow region for bench scale tests (Le, 2010) with water on (a) glass and (b) Perspex at different
temperatures. Dashed locus shows line of equality.
Fig. 8. Comparison of wetting angle data reported by Morison and Thorpe with the model prediction (Eq. (16)) for (a) water on stainless steel, b¼351; (b) water on
Perspex, b¼551; and (c) detergent solution on Perspex, b¼751, all at 20 1C.
D.I. Wilson et al. / Chemical Engineering Science 68 (2012) 449–460456
(b)
when plotted in terms of the dimensionless groups presented above
(Eq. (20)), the data for three different liquid/surface combinations
are strongly correlated. This result suggests that the influence of
contact angle in this regime is weak, which is consistent with
gravity dominating surface tension effects. The dimensional analysis
suggests a relationship of the form EopP0:755 (Eq. (22)) and Fig. 10
shows that the data are consistent with
Eo¼ 0:0025 rggm2 _m
2
! "0:75
¼ 0:0025P0:755 ð34Þ
The P4 values f r the films in these cases ranged from
3.3$10%10 (detergent solution) to 2.4$10%11 (1 wt% NaOH
solution). Eq. (22) suggests a weak dependence on P4, explaining
why the simple correlation between Eo and P5 in Fig. 10 works
well. Eq. (33) is noteworthy in that it gives an explicit relationship
between the falling film width and the mass flow rate.
Inspection of the data sets also showed a monotonic increasing
function relating Eo to the Reynolds number in the film, Re, but
this is not as useful as (34) since W appears in both Eo and Re. It
was noticeable, however, that the Re values all lay in the laminar
regime, i.e. Re r1500 (Bird et al., 2002), indicating that viscous
forces dominate film flow behaviour.
The minimu wetting rate required to achieve stable film flow
across a surface is an important design criterion for spray ball
systems. Th rate is defined as the mass flow rate per unit width;
Morison and Thorpe report d wetting rates Z0.1 kg m%1 s%1,
consistent with the minim m value of 0.11 kg m%1 s%1 for
water at 20 1C giv n by Hartley and Murgatroyd. Eq. (18) can be
rearranged, with ¼ in place of Z , to give
Eo¼ rgg
_m2
0:8032ðrm=gÞ0:4g1:2
¼ 1:55P5P0:44 ð35Þ
For 1 wt% NaOH solutions, as noted above, P4¼2.4$10%11;
substituting this into (35) gives Eo¼8.8$10%5 P5, which is plotted
in Fig. 10. Morison and Thorpe’s data lie to the right of the locus, as
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Fig. 9. Comparison of predicted (Eq. (15)) and measured size of radial flow region for bench scale tests (Le, 2010) with water on (a) glass and (b) Perspex at different
temperatures. Dashed locus shows line of equality.
Fig. 8. Comparison of wetting angle data reported by Morison and Thorpe with the model prediction (Eq. (16)) for (a) water on stainless steel, b¼351; (b) water on
Perspex, b¼551; and (c) detergent solution on Perspex, b¼751, all at 20 1C.
D.I. Wilson et al. / Chemical Engineering Science 68 (2012) 449–460456
Figure VII.8 – Jet impactant horizontalement un plan vertical. Test de la loi pre´sente´e en VII.9
pour de l’eau a` diffe´r ntes tempe´ratures (20, 40, 60 et 80°C) pour d ux conditions de mouillage
diffe´re tes : (a) eau-v rre et (b) eau-P rspex. En ordonne´e est repre´sente´e le RJ pre´dit et en
absci se RJ me ure´ d ns l’exp´rience (prob blement a` l’horizontale par apport a` l’inj cteur :
ce que n u de´finirons plus loin comme Rwidth). Comme on p ut le voir l’accord entre the´orie
et expe´rience est convenable. Toutefois on consta une ra de dispersion des points et aucune
tendance reproductible e ce qui con erne la tempe´rature. Pour plus d’informations se reporter
a` [116]
Dans un aut article [111] les auteurs se proposent d’ame´liorer le m d`le pre´ce´dent en ajoutant
un terme duˆ a` la gravite´. L’ide´e est d’ame´liorer la mode´lisation et d’essayer de de´crire au mieux la
partie supe´rieure du choc. On se propose donc d’ajouter un terme dans l’e´quilibre des quantite´s de
mouvement :
d
dr
[
r〈u〉2h] = −5
2
ν
r〈u〉
h
+
5
6
rhg sinα cosθ, (VII.10)
avec α l’angle d’inclinaison de la plaque par rapport a` l’horizontale (donc dans le cas des auteurs
α = pi/2) et θ la coordonne´e polaire dans le plan de la plaque. En utilisant la conservation de la
quantite´ de mouvement on obtient :
〈u〉d〈u〉
dr
= −10pi
2ν〈u〉3R2J
Q2
+
5
6
g sinα cosθ. (VII.11)
Cette e´quation diffe´rentielle ne peut pas s’inte´grer simplement analytiquement mais, couple´e a`
la condition pre´sente´e dans l’e´quation VII.8, elle peut eˆtre inte´gre´e nume´riquement. Le re´sultat de
2. La` ou` il a lieu c’est-a`-dire dans la partie supe´rieure, voir Fig. VII.6 (b)
3. Pour autant les auteurs ne pre´cisent pas la manie`re dont ils choisissent la valeur expe´rimentale de RJ qui peut
eˆtre choisie de diffe´rentes manie`res : par exemple a` altitude constante ou entre l’injecteur et le point le plus haut du
ressaut ou encore en moyennant l’ensemble des positions de ressaut visibles... Il ne s’agit pas la` d’un point de de´tail,
la Fig. VII.5 montrant bien que le ressaut ne peut pas vraiment eˆtre conside´re´ comme circulaire. La courbe est donc a`
interpre´ter avec prudence.
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cette inte´gration montre que la contribution du terme de gravite´ est faible (au mieux de l’ordre de
10 %) et n’est pas suffisante pour de´crire la forme du choc visible en Fig. VII.6 (b) 4. Les auteurs
proposent un test pour les e´quations VII.11 et VII.8. Dans ce cas il est explicitement pre´cise´ que le
test expe´rimental se fait sur le rayon mesure´ horizontalement (comme mesurable a` l’aide du re´glet
dans la Fig. VII.6 (b)). En outre ils se proposent de mesurer l’influence du rayon de l’injecteur qui
n’apparaˆıt pas explicitement dans les e´quations. Ces re´sultats sont visibles en Fig. VII.9.
circular, while that for the downward inclined jet in Fig. 13(b) is
more oblate in shape. The latter ﬂow is noticeably more stable and
the features are better deﬁned than the upwardly inclined jet in
Fig. 13(c). Similar behaviour was observed on glass.
The RFZ dimensions are compared with the oblique jet model
for three cases in Fig. 14: (a) a horizontal jet, ϕ¼901 on glass and
Perspex; (b) a downward jet, ϕ¼451 on glass and Perspex; and
(c) an upward jet inclined at ϕ¼1311 on glass and ϕ¼1351 on
Perspex. The width, 2R, and height, Zr, are compared with the
oblique jet model including the gravity effect (Eqs. (21) and (24))
for water on Perspex and glass. All three plots (and other data sets,
data not presented) show no signiﬁcant inﬂuence of surface nature
on the dimensions of the RFZ. This conﬁrms the ﬁnding from the
horizontal jet studies and is an important result for industrial jet
cleaning. For cases where removal of the soil requires large shear
stresses on the soil surface, cleaning will primarily occur in the
RFZ. This study demonstrates that at high ﬂow rates, the shape of
the RFZ will not depend on the chemical nature of the surface and
the jetting system can be designed without a particular detergent/
soil combination in mind. A rough soil surface, however, is likely
to increase the shear stress in the ﬁlm and reduce R and Z values.
The rheology of the soil layer can also inﬂuence the ﬁlm behaviour
(e.g. Hsu et al., 2011)
Fig. 14(a) shows that the oblique jet model is able to predict
both Zr and 2R with reasonable accuracy for horizontal jets,
particularly when the gravity term is considered. The loci in
Fig. 14(b) and (c) both include the gravity term. The increase in
Zr with increasing ﬂow rate is less strong than the increase in the
width of the ﬁlm jump, 2R, indicating that the RFZ becomes more
elliptical at higher ﬂow rates.
Similarly good agreement is evident for the downward jet
(ϕ¼451) in Fig. 14(b). Both Zr and 2R are noticeably smaller than
the values in Fig. 14(a), which is due to the smaller fraction of the
total ﬂow being directed upwards after impingement. A large
fraction of the RFZ lay below the plane of impingement in this
case, and the ﬁlm jump resembled the patterns in Fig. 8. These
results indicate that the oblique jet model is able to describe the
ﬂow patterns created by downward impinging jets, which covers a
large number of instances of interest to industry.
The results for the upward inclined jets (ϕ¼1311 on glass,
ϕ¼1351 on Perspex) in Fig. 14(c) do not show such good agree-
ment between the predicted and measured 2R and Zr values.
Whereas in (a) and (b) 2R4Zr, in (c) 2RoZr. The width of the ﬁlm
jump at the impingement level, 2R, is consistently underpredicted,
whilst the height, Zr, is overpredicted. The difference between
model and measurements was larger at higher values of ϕ. The
mismatch is attributed to the assumption in the model that the
ﬂow follows radial streamlines, with a component of the gravita-
tional acceleration causing a deceleration in the momentum
balance. The other component of the gravitational acceleration
will cause the streamline trajectory to curve over, giving rise to a
wider ﬁlm jump (and hence larger value of 2R). This drift in the
streamlines was evident near the plane of impingement and could
be included in the calculation.
The overprediction of Zr for the upward jet is related to the
difﬁculty in measuring this quantity in practice at higher ﬂow
rates. A large ϕ value results in the bulk of the liquid ﬂowing up
the surface before ﬂowing downwards, and there is noticeable
detachment and spray from the top of the rope. Furthermore, at
higher ﬂow rates, the jet becomes less coherent and the wetted
boundary exhibits unsteady behaviour, so that Zr and Zt vary over
time. Fig. 15 shows an example of the unsteady rope behaviour
observed at higher ﬂow rates. The values of Zr and Zt change from
89 mm to 106 mm and 100 mm to 112 mm, respectively, between
the images. Without further modiﬁcation, the oblique jet model
provides a conservative estimate of the radial ﬂow region width.
4.4. Relating Rc and Rmax to R
Wang et al. (2013) reported that the width of the wetted region
at the point of impingement, 2Rc, is an important parameter for
estimating the wetting rate in the falling ﬁlm as well as predicting
Fig. 11. Inﬂuence of surface nature on ﬁlm jump radius, R, for horizontal jet.
(a) Effect of mass ﬂow rate and different nozzle sizes. The line shows the gravity
model (Eq. (8)–(10)) with contact angle β¼901 for 3 mm nozzle.
(b) Comparison of measured R and predicted values, Rp (Eqs. (8)–(10)), using
measured static contact angles: β¼391 on glass; β¼72.51 on Perspex.
(c) Comparison of measured R and predicted values, Rp (Eqs. (8)–(10)), using β¼901.
T. Wang et al. / Chemical Engineering Science 102 (2013) 585–601594
Figure VII.9 – Jet impactant horizontalement un plan vertical. Test de la loi pre´sente´e en
VII.9 pour de l’eau dans deux conditions de mouillage diffe´rentes : eau-verre et eau-Perspex.
Trois diffe´rents diame`tres d’injecteurs sont teste´s. En ordonne´e est repre´sente´ le RJ pre´dit et
en abscisse RJ mesure´ dans l’expe´rience a` l’horizontale par rapport a` l’injecteur (ce que nous
de´finirons plus loin comme Rwidth). Comme on peut le voir l’accord entre the´orie et expe´rience
est assez mauvais : en particulier en ce qui concerne les petits angles de contact. On remarque
en outre que le diame`tre de l’injecteur ne semble avoir aucune importance (il n’apparaˆıt pas
explicitement dans les e´quations). Pour plus d’informations se reporter a` [111]
On retiendra de la Fig. VII.9 principalement deux choses :
(i) le mode`le propose´ n’est pas apte a` de´crire la position du choc, en tout cas a` petit angle de
contact liquide-solide. Il pre´dit toutefois un ordre de grandeur raisonnable.
(ii) Un nouveau parame`tre est teste´ : le rayon de la buse. Ce parame`tre, comme dans le cas
horizontal, ne semble agir qu de manie` e marginale. Son influe ce semble donc eˆtre ne´gligeable.
VII.1.3 Conclusion
En de´finitive, l’impact d’un jet sur un plan incli e´ semble eˆtre un sujet tre`s ouvert tant expe´rimen-
talement que the´oriquement. Il n’existe a` ce jour pas de mode`le convaincant et les donne´es disponibles
dans la litte´rature sont re´duites. Pourtant le sujet apparaˆıt comme important tant du point de vue
fondamental (l’impact d’une brisure de syme´trie sur un ressaut hydraulique circulaire) que du point
de vue applique´ (les articles publie´s par Wilson et al. [116, 111] e´voquent par exemple l’utilite´ de leur
dispositif en terme de nettoyage de surface dans un cadre industriel mais on peu aussi penser aux
diffe´rentes proble´matiques lie´es a` l’enduisage d’une surface ou son refroidissement). Nous allons donc
nous attacher a` poser les premiers jalons d’une compre´hension de ce phe´nome`ne a` l’aide d’un dispositif
expe´rimental simple et de mode`les the´oriques e´le´mentaires.
4. La diffe´rence entre the´orie et expe´rience est aussi visible dans les figures de l’article [111] et en particulier dans la
figure 12 de cet article.
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VII.2 Description de l’expe´rience
VII.2.1 Dispositif expe´rimental
Le dispositif expe´rimental est de´crit sur la Fig. VII.10. Ce dispositif est assez analogue au pre´ce´dent
a` savoir : un jet de liquide issu d’un tube vertical (de diame`tre φ variable) impacte un plan incline´
repe´re´ par rapport a` l’horizontal par un angle α. Ce plan est une plaque carre´e de 40 cm de coˆte´
(nous reviendrons plus loin sur la nature du substrat) place´e a` une distance de 3 mm de la sortie de la
buse. Il est tre`s important de minimiser autant que possible cette distance afin de limiter le risque de
de´flexion du jet sous l’effet de la gravite´. Un re´glage fin et continu de l’angle α est possible graˆce a` un
syste`me de tige de pousse´e relie´e a` une vis sans fin. Ce dispositif expe´rimental permet ainsi d’acce´der
a` un angle d’inclinaison pour la plaque compris entre 0 et 90°. L’estimation de l’angle se fait a` l’aide
d’un inclinome`tre nume´rique Fisco Solatronic. La valeur des angles est connue avec une erreur de
±0, 1°.
Le liquide s’e´coule jusqu’en bas de la plaque ou` il est re´cupe´re´ dans une gouttie`re (sans contact
avec la plaque) puis re´injecte´ directement dans le circuit.
Pour injecter le liquide on utilise une pompe a` engrenage similaire a` celle utilise´e dans la partie
pre´ce´dente : Micropump 75211-30 munie elle aussi d’une teˆte de pompe Micropump 81111. Ce dispositif
d’injection ne pre´sente a priori pas de pulsation visible du de´bit. Cette pompe offre en outre le pre´cieux
avantage de posse´der une commande et un affichage nume´rique. Cela permet, apre`s un e´talonnage
par pese´e de controˆler directement le de´bit injecte´ et de s’affranchir de l’utilisation d’un de´bitme`tre.
La gamme de de´bits accessible est comparable a` celle utilise´e dans la partie pre´ce´dente a` savoir
typiquement : 5-60 cm3/s−1. L’erreur sur les valeurs indique´es de de´bit est ici encore de l’ordre de
±0.25 cm3.s−1.
VII.2.2 Liquides et substrats utilise´s
Les expe´riences d’impact d’un jet sur un plan incline´ ont e´te´ mene´es, comme cela a de´ja` e´te´ e´voque´
pre´ce´demment avec diffe´rentes conditions de mouillage : mouillage total, mouillage partiel et mouillage
quasi-nul. Le choix des liquides couple´ a` celui des substrats est bien entendu un excellent moyen de
faire varier ces conditions de mouillage. 5
Nous avons choisi pour e´tudier le mouillage total d’utiliser de l’huile silicone 20 cS sur du verre
(voir dans la partie pre´ce´dente le paragraphe qui y est consacre´ : III.2.1). 6
En ce qui concerne le mouillage partiel, il est bien e´vident que le couple liquide le plus simple
reste le couple eau/verre. Nos expe´riences sont donc re´alise´es avec de l’eau distille´e sur une plaque de
verre 7.
Pour ce qui est de la situation de non mouillage nous avons aussi utilise´ le liquide le plus simple
et le plus susceptible d’offrir un grand angle de contact avec le substrat, a` savoir l’eau distille´e. Mais
nous avons utilise´ comme substrat une plaque de cuivre traite´e super-hydrophobe par la technique
de´crite dans l’Annexe C.
5. Pour un rappel rapide sur la question du mouillage et des lignes de contact on consultera l’annexe B.
6. Le liquide qui est utilise´ posse`de donc une viscosite´ cine´matique ν de 20,4 ±0, 6 cS, une masse volumique ρ de 950
(kg/m3) et une tension de surface γ de 20,6 (mN/m).
7. ν ∼ 1 cS, ρ ∼ 1000 (kg/m3) et γ ∼ 70 mN/m
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Figure VII.10 – Sche´ma explicatif du dispositif expe´rimental utilise´. Le dispositif expe´rimental
se de´crit ainsi d’amont en aval : une pompe a` engrenage (2) aspire le liquide dans le bidon de
stockage (1). La pompe a` affichage nume´rique (2) alimente directement une buse (4) de diame`tre
φ. Le jet impacte une plaque de verre de 40 cm de coˆte´ (5) pour former un ressaut hydraulique.
Le liquide s’e´coule ensuite sur la plaque jusqu’a` la gouttie`re de re´cupe´ration (6) qui alimente
ensuite le bidon de stockage (1). Lorsque l’on n’utilise pas une pompe volume´trique a` affichage
nume´rique, un de´bitme`tre nume´rique (3) vient compe´ter le dispositif.
VII.2.3 Visualisation
La visualisation du ressaut hydraulique incline´ s’ave`re encore une fois difficile. Les meˆmes raisons
que celles de´veloppe´es dans la partie pre´ce´dente (voir III.3) peuvent eˆtre e´voque´e : la ne´cessite´ d’e´viter
le dispositif d’injection et le jet liquide. Mais dans le cas pre´sent la structure observe´e est plus compli-
que´e. Dans le cas pre´ce´dent nous avions uniquement le ressaut circulaire hydraulique a` observer. Pour
ce dispositif il faut aussi tenir compte du bourrelet liquide qui masque en partie la lumie`re venue des
coˆte´s.
Nous allons donc travailler, lorsque cela est possible (c’est-a`-dire lorsque le substrat est transparent
ce qui est le cas pour le mouillage partiel et total mais pas dans le cas du non mouillage ou` le substrat
est opaque), cette fois encore en filmant le dispositif par en dessous. On utilisera donc a` nouveau
un miroir incline´ a` 45° sous la plaque pour pouvoir filmer a` une distance de quelques dizaines de
centime`tres a` l’aide d’une came´ra 8 munie d’un zoom 12,5 - 75 mm et un jeu de bagues allonges. Un
sche´ma de ce dispositif d’acquisition est pre´sente´ en Fig. VII.11.
8. Dans un premier temps analogique et tout dernie`rement nume´rique. Cela explique certaines diffe´rences d’images.
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Figure VII.11 – Sche´ma de´crivant la technique de visualisation : le dispositif est e´claire´ par un
ne´on circulaire (a) de manie`re a` e´clairer les bords du ressaut et a` les rendre lumineux a` l’image.
On utilise la plupart du temps une plaque de verre (b) (donc transparente) afin d’acque´rir les
images par en dessous et ce au travers d’un simple miroir (c) a` 45° qui re´fle´chit l’image vers
la came´ra (d). A ce dispositif est ajoute´ un e´cran diffuseur (e) constitue´ d’une page de papier
quadrille´e ou plus simplement recouverte de lignes paralle`les.
La question de l’e´clairage est, comme on l’a dit, assez de´licate. Les liquides utilise´s sont transpa-
rents et la structure observe´e assez complexe. On a donc choisi d’utiliser a` nouveau un ne´on circulaire
mais que nous avons cette fois couple´ a` un e´cran diffuseur au dessus du ne´on. Cet e´cran est simple-
ment constitue´ d’une page de papier quadrille´e ou plus simplement recouverte de lignes paralle`les.
L’impression de ces motifs qui seront re´fracte´s par le liquide permet d’observer pre´cise´ment les zones
a` changement de pentes 9. On obtient ainsi des images bien contraste´es et facilement interpre´tables.
Quelques exemples de ces images sont pre´sente´s en Fig. VII.12.
Il est ne´cessaire de trouer ces feuilles pour permettre a` l’injecteur de traverser l’e´cran diffuseur.
C’est la raison pour laquelle on observera des zones noires autour de l’injecteur (voir par exemple
Fig. VII.12) : ces zones noires sont les fentes effectue´es afin de permettre a` l’injecteur de traverser la
feuille. On n’en tiendra donc pas compte.
Bien e´videmment il est ne´cessaire de faire en sorte que le dispositif de visualisation (miroir, ca-
me´ra, ne´on et cache) soit “embarque´”, c’est-a`-dire qu’il soit solidaire du dispositif expe´rimental et qu’il
s’incline du meˆme angle que la plaque et l’injecteur.
VII.2.4 Traitement d’image
Malheureusement, il n’a pas toujours e´te´ possible de travailler sur des substrats transparents. En
particulier le traitement superhydrophobe e´tant re´alise´ sur une plaque de cuivre le substrat est par de´-
finition opaque. 10 Nous avons donc observe´ le ressaut e´galement de coˆte´. Afin de redresser les images
nous avons utilise´ un plugin de redressement d’image (pour le logiciel ImageJ) re´alise´ par Adrian
Daerr. Nous montrons en Fig. VII.13 l’effet du plugin. Comme on peut le constater sur cette figure
9. Bien que ce dispositif soit, en l’e´tat, trop rudimentaire pour mesurer des e´paisseurs. Par ailleurs, l’ide´e de me-
surer des angles et des e´paisseurs a` l’aide d’un tel motif constituerait une ame´lioration importante de notre dispositif
expe´rimental et permettrait de nouvelles mesures ne´cessaires a` la confirmation de certaines de nos hypothe`ses.
10. La possible utilisation d’une grille de cuivre permettant d’obtenir un substrat partiellement transparent n’est pas
satisfaisante : le liquide s’e´coule sous la grille pour des forts de´bits.
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Figure VII.12 – Exemples d’images obtenues a` l’aide de notre dispositif. Deux situations de
mouillage sont illustre´es : le mouillage total (a) et (b) et le mouillage partiel (c) et (d). Dans
ces deux situations de mouillage on compare la situation a` petit et a` grand angle : la figure (a)
correspond a` 14°, la figure (b) a` 59°, la figure (c) a` 2,5° et la figure (d) a` 75°. Dans les deux
situations on travaille a` de´bit constant : en mouillage total Q = 12, 3 cm3/s et en mouillage
partiel Q = 22, 1 cm3/s. Le disque noir correspond a` l’injecteur, la premie`re ligne blanche depuis
l’injecteur au ressaut hydraulique et la seconde a` la ligne de contact (voir une image similaire sur
la Fig. III.3). Sur ces images on peut voir le ressaut hydraulique ferme´ dans le cas des faibles
inclinaisons et ouvert pour les fortes inclinaisons. On observe en outre une ligne de contact
effective dans le cas du mouillage total ainsi qu’une ligne de contact en mouillage partiel. Dans
le cas du mouillage partiel on observe une zone noire autour de l’injecteur. Il ne s’agit en re´alite´
que d’une de´chirure du papier constituant l’e´cran.
l’effet du plugin ne semble visuellement pas tre`s impressionnant. Il est pourtant ne´cessaire sous peine
de commettre des erreurs de mesure.
Comme on peut le voir sur la Fig. VII.13 certaines images sont bruite´es : les positions du ressaut
et de la ligne de contact fluctuent autour de leurs positions moyennes en particulier dans les cas de
forte inclinaison. Pour re´soudre ce proble`me on enregistre plusieurs images que l’on moyenne ensuite.
Ce sont ces images moyenne´es que l’on redresse et sur lesquelles on travaille.
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image originale image redresse´e
g
Figure VII.13 – Redressement d’une image via notre plug-in sous imageJ. Dans le cas du
ressaut sur substrat super hydrophobe on ne peut acque´rir les images par en dessous puisque la
plaque est opaque. Il est donc ne´cessaire d’utiliser un plug-in de redressement. L’image originale
a e´te´ prise sur une plaque incline´e de α = 90° a` un de´bitQ = 41, 4 cm3/s.
VII.2.5 Longueurs e´tudie´es
Au cours de ce chapitre nous e´tudierons, pour simplifier au maximum les mesures quantitatives,
principalement deux grandeurs caracte´ristiques (dans le plan de la plaque) : Rtop qui est la distance
entre le centre de l’injecteur et le ressaut supe´rieur (rayon paralle`le a` la projection de −→g dans le plan
de la plaque) et Rwidth qui est la distance entre le centre de l’injecteur et le ressaut a` meˆme altitude
(rayon vertical a` la projection de −→g dans le plan de la plaque). Ces e´le´ments sont visibles sur la
Fig. VII.14.
Nous serons aussi amene´s a` conside´rer l’e´paisseur w du bourrelet liquide situe´ entre le ressaut
et la ligne de contact (effective dans le cas du mouillage total). On de´finira ainsi deux mesures :
wtop l’e´paisseur du bourrelet dans le prolongement de Rtop, et wwidth l’e´paisseur du bourrelet dans le
prolongement de Rwidth.
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Figure VII.14 – De´finition des longueurs e´tudie´es. On de´finit Rtop comme la distance entre le
centre de l’injecteur et la position du ressaut hydraulique de plus haute altitude. On de´finit Rwidth
comme la distance entre le centre de l’injecteur et le ressaut hydraulique a` altitude constante.
wtop et wwidth correspondent aux e´paisseurs de bourrelet respectivement en continuation de Rtop
et de Rwidth. La photographie a e´te´ prise pour α = 70° et Q = 35, 8 cm3/s en situation de
mouillage total.
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Chapitre VIII
Ressaut sur plan incline´ en
mouillage total
VIII.1 Premiers re´sultats en mouillage total
Muni de ces outils nous allons donc commencer par e´tudier le cas du mouillage total. Cette e´tude a
deux motivations : la premie`re est que la situation de mouillage total est la plus directement comparable
avec ce que nous avons pre´sente´ dans la partie pre´ce´dente. Nous sommes, comme dans le cas pre´ce´dent
dans le cas d’un liquide visqueux qui ne de´mouille pas.. La deuxie`me motivation provient du constat
que les mode`les propose´s par Wilson et al. . reposent sur le fait que, dans une situation d’impact
d’un jet sur un plan fortement incline´, la condition de choc entre fin film et bourrelet liquide se
re´sume a` l’e´quilibre entre inertie et tension de surface. On s’attend donc a` l’absence de choc dans le
cas du mouillage total ou` la tension de surface n’exerce aucune force de rappel. On aurait ainsi un
e´coulement purement gravitaire comme ce qui a e´te´ pre´sente´ par Edwards et al. [41] et donc sans
ressaut hydraulique et sans choc.
On a pu le voir sur les premie`res images pre´sente´es dans la section concernant le dispositif expe´-
rimental et on le verra dans les Fig. VIII.1 et Fig. VIII.2, on observe bien, tout de meˆme, un ressaut
dans le cas de l’impact d’un jet sur un plan incline´. Les mode`les pre´sente´s jusqu’a` pre´sent ne sont donc
pas susceptibles de de´crire notre situation. Nous allons donc proposer ici une premie`re caracte´risation
expe´rimentale de ce ressaut hydraulique.
VIII.1.1 Forme du ressaut
On se propose dans un premier de temps d’observer la forme de notre ressaut hydraulique.
Si l’on se place a` de´bit constant et que l’on fait varier l’angle α de la plaque on peut observer les
structures pre´sente´es en Fig. VIII.1.
Qualitativement on constate que pour les faibles inclinaisons le ressaut est ferme´ et entoure entie`-
rement l’injecteur. A mesure que l’on augmente l’inclinaison on observe une disparition progressive du
ressaut dans la partie aval jusqu’a` ce que le choc n’apparaisse plus que dans la partie amont et que le
liquide s’e´coule en film a` peu pre`s homoge`ne dans la partie aval. Ainsi entre 10° et 20° on observe que
le ressaut s’ouvre le´ge`rement au point le plus bas. Pour s’ouvrir finalement entie`rement autour de 60°.
On observe aussi que Rwidth varie assez peu sur l’ensemble de la gamme d’angles pre´sente´e ici
tandis que Rtop diminue presque d’un facteur 2. Les courbures du front changent donc avec l’angle
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α = 5◦
α = 30◦
α = 60◦
α = 10◦
α = 40◦
α = 70◦
α = 20◦
α = 50◦
α = 80◦
α = 90◦
Figure VIII.1 – Photographies prises de dessous de ressaut hydraulique sur plan incline´ en
mouillage total a` de´bit fixe´ (Q = 14, 8 cm3/s) pour 10 angles d’inclinaison α diffe´rents (5° puis
tout les 10° entre 10° et 90°). Le diame`tre de l’injecteur est ici de φ = 3 mm. On constate que
pour les faibles inclinaisons le ressaut est ferme´ puis qu’il s’ouvre progressivement en augmentant
α. On constate aussi un re´tre´cissement de l’e´paisseur du bourrelet avec l’augmentation de l’in-
clinaison. A premie`re vue les variations de Rwidth semblent tre`s faibles tandis que les variations
de Rtop sont importantes.
entre 5 et 90°.
Si l’on fixe maintenant l’angle et que l’on augmente le de´bit on peut observer les structures pre´-
sente´es en Fig. VIII.2.
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Q = 7, 0 cm3/s
Q = 26, 4 cm3/s
Q = 44, 9 cm3/s
Q = 16, 7 cm3/s
Q = 35, 8 cm3/s
Q = 54, 9 cm3/s
Figure VIII.2 – Photographies prises du dessous de ressaut hydraulique sur plan incline´ en
mouillage total angle d’inclinaison fixe´ (α = 14°) pour 6 de´bits diffe´rents (7 ; 16,7 ; 26,4 ; 35,8 ;
44,9 ; 54,9 cm3 : s ). Le diame`tre de l’injecteur est ici de φ = 3 mm. On constate que pour les
faibles de´bits le ressaut est ferme´ puis qu’il s’ouvre progressivement en augmentant Q.
On a choisi volontairement un angle faible ou` le ressaut e´tait susceptible d’eˆtre ferme´. Comme on
peut le voir, a` mesure que l’on augmente le de´bit le front aval s’ouvre progressivement si bien qu’entre
le plus petit de´bit (7,0 cm3/s) et un de´bit interme´diaire (35,8 cm3/s) le front semble s’eˆtre ouvert en
aval.
Comme on peut le constater il n’est pas aise´ de de´finir un couple (α,Q) pour lequel on observe une
ouverture du ressaut. Nous avons donc renonce´ a` quantifier cette transition entre un ressaut ferme´ et
un ressaut ouvert.
Cependant on peut essayer d’interpre´ter qualitativement ce phe´nome`ne d’ouverture aval du res-
saut :
En aval le liquide de´ce´le`re en raison des contraintes visqueuses qui s’exercent sur lui mais acce´le`re
en raison de la gravite´. On peut donc supposer que lorsque la gravite´ est suffisamment forte le liquide
ne passe jamais en zone sous critique et s’e´coule toujours dans un re´gime super critique jusqu’au bord
de plaque. Cela est assez cohe´rent avec les re´sultats pre´sente´s dans les Fig. VIII.1 et Fig. VIII.2 :
Sur la Fig. VIII.1 on constate que lorsque la gravite´ augmente on observe bien une ouverture de
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plus en plus large en aval du ressaut. Plus on incline la plaque plus l’acce´le´ration due a` la gravite´ est
forte dans la zone aval jusqu’a` ouvrir entie`rement le front infe´rieur.
La Fig. VIII.2 pre´sente elle aussi une certaine cohe´rence avec le phe´nome`ne propose´ : en effet plus
on augmente le de´bit plus l’inertie du liquide au niveau de l’impact du jet est importante et plus elle
mettra du temps a` s’atte´nuer (du point de vue d’une particule de fluide) ; 1 et donc, plus le liquide
mettra de temps a` ralentir plus les effets de l’acce´le´ration de la gravite´ seront importants. Cela peut
expliquer pourquoi plus les de´bits sont e´leve´s moins le ressaut aval est marque´ pour aller jusqu’a`
s’ouvrir.
Toutefois un autre phe´nome`ne est susceptible d’intervenir : il est possible que le ressaut hydraulique
devienne tout simplement instable a` mesure que la gravite´ augmente. Dans ce cas le choc pourrait eˆtre
advecte´ vers l’aval sous forme d’onde de surface. La Fig. VIII.3 montre en effet la pre´sence importante
d’ondes de surface en aval.
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Figure VIII.3 – Front d’ondes en aval d’un ressaut sur un plan incline´ en mouillage total.
La structure de ces ondes est assez complexe. Il est possible que le ressaut aval soit instable et
advecte´ sous forme d’ondes...
VIII.1.2 Bourrelet macroscopique et ligne de contact effective
Si l’on cherche a` de´crire la structure de´coulant de l’impact d’un jet on observe certes un film mince
puis un choc que nous appelons ressaut hydraulique mais nous avons vu dans la partie pre´ce´dente que
ce ressaut e´tait aussi influence´ par la partie “externe” (c’est-a`-dire la zone sous-critique). Il est donc
important dans notre cas d’observer et de chercher a` de´crire cette zone sous critique.
Comme on peut le voir sur les images de la Fig. VIII.1 pour α > 30◦ 2, on observe un bourrelet
liquide qui entoure le ressaut. Ce bourrelet liquide est lui meˆme de´fini par une e´paisseur w se´parant
la position du choc d’une position ou` l’e´paisseur de liquide cesse d’eˆtre macroscopique. On observe
donc une “ligne de contact effective” de´limitant la zone ou` l’e´paisseur de liquide est macroscopique
d’un e´ventuel film pre´curseur a` l’e´chelle micro voir nanoscopique.
Cette “ligne de contact effective” est bien visible sur les images (nous l’avons par exemple signale´e
sur la la Fig. VII.12 mais on peut e´galement l’observer sur la Fig. VIII.1) et l’on peut s’e´tonner de cette
transition brutale entre deux e´chelles. Ce raccordement se traduit en effet par un “angle de contact
1. Ce raisonnement n’est pas spe´cifique au cas incline´, il s’applique aussi au cas horizontal et explique que le rayon
croisse avec le de´bit.
2. Ce bourrelet liquide est bien suˆr visible pour des inclinaisons plus faibles. Il n’est simplement pas visible dans le
champ des images pre´sente´es ici. Nous pouvons meˆme l’observer pour des angles α autour de 2,5°.
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effectif” comme cela est visible sur la Fig. VIII.4.
Figure VIII.4 – Vue de coˆte´ d’un ressaut hydraulique sur plan incline´ en situation de mouillage
total. Sur cette photographie on peut observer un “angle de contact effectif” se´parant une zone
ou` le film liquide est macroscopique et une zone ou` il est micro voir nanoscopique. On voit cette
“ligne de contact effective” tout le long de l’e´coulement.
Cet “angle de contact” statique est assez inattendu dans un cas de mouillage total. 3
Sur l’axe central (c’est-a`-dire l’axe selon Rtop), on constate que l’interface est presque horizon-
tale pour un angle d’inclinaison α en dessous de 60°. ll semble alors, qualitativement, que “l’angle
de contact” β au niveau de r = Rtop + wtop corresponde grossie`rement a` l’angle d’inclinaison de la
plaque : β ≈ α aux petits angles. 4
Notons e´galement qu’on observe cet angle de contact effectif tout le long du bourrelet liquide (par
exemple pour Rwidth+wwidth) (voir Fig. VIII.4). La Fig. VIII.5 montre en effet que la ligne de contact
est visible sur tout l’e´coulement et la de´formation du motif quadrille´ montre que “l’angle de contact”
demeure important tout le long de cette ligne de contact.
Nous ne savons pas encore ce qui fixe la valeur de cet angle de contact effectif inattendu et son
e´volution le long du bourrelet. Cet effet me´riterait une e´tude approfondie a` part entie`re.
VIII.1.3 Les lois rayon-de´bit
Il est temps maintenant de faire intervenir des e´le´ments plus quantitatifs afin de permettre une
meilleure appre´hension du phe´nome`ne. On se propose donc de tracer Rtop et Rwidth respectivement
en fonction du de´bit Q a` angle constant et en fonction de l’angle α a` de´bit constant.
A` α constant
3. La seule trace d’angle de contact effectif en cas de mouillage total est le cas d’un angle de contact dynamique lors
de l’avance´ d’une couche de liquide en mouillage total.
4. Des mesures sont en cours afin de mesurer et de pre´ciser l’e´volution de cet angle de contact effectif β en fonction
de l’angle d’inclinaison de la plaque.
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Figure VIII.5 – Sur cette photographie prise de dessous d’un ressaut sur plan incline´ en
mouillage total on observe la ligne de contact “effective” se´parant l’e´coulement macroscopique
d’un film pre´curseur.
Dans un premier temps on travaille a` angle d’inclinaison constant en faisant varier le de´bit sur
toute la gamme accessible. L’injecteur a un diame`tre inte´rieur φ de 3 mm. Les mesures sont reporte´es
sur la Fig. VIII.6.
Une premie`re constatation est que, comme on peut le voir sur la Fig. VIII.6, la de´pendance en
angle ne semble pas tre`s marque´e 5.
En ce qui concerne Rtop on constate que quel que soit l’angle d’inclinaison on observe une loi
rayon-de´bit similaire a` celle observe´e dans la Partie I. C’est-a`-dire qu’a` angle fixe´ l’ensemble des points
expe´rimentaux s’ajuste tre`s bien sur une loi de puissance, de pre´facteur et d’exposant tre`s proches de
ceux obtenus pour le meˆme liquide dans le cas du ressaut horizontal. On trouve un exposant commun a`
toute ces lois de puissances, inde´pendant de l’inclinaison, et tre`s proche de 5/8 (pour me´moire on avait,
dans le cas du ressaut horizontal, des exposants effectifs de l’ordre de 3/4 : voir III.6). Cet exposant
commun est particulie`rement bien visible sur la Fig. VIII.7 qui correspond a` la repre´sentation log-log
des courbes repre´sente´es en Fig. VIII.7 (a).
Pour Rwidth, on constate une de´pendance en inclinaison bien plus faible que dans le cas de Rtop
et a` nouveau un comportement tre`s similaire au cas horizontal (une loi de puissance d’exposant et de
pre´facteur proche de ceux obtenus dans le cas horizontal mode´lisera bien chaque courbe a` α donne´).
Les points expe´rimentaux peuvent eˆtre ajuste´s par des lois Rwidth ≈ f(α)Qc avec f(α) une fonction
de´pendant faiblement de l’inclinaison α du substrat et c un exposant commun. Cet exposant c est de
l’ordre de 0,7 c’est-a`-dire un exposant entre 5/8 et 3/4. On peut aussi observer cet exposant sur la
Fig. VIII.7 (b) en log-log.
5. Nous reviendrons plus pre´cise´ment sur cette question dans les paragraphes suivants.
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Figure VIII.6 – Rayons caracte´ristiques du ressaut sur un plan incline´ en situation de mouillage
total (Rtop et Rwidth) en fonction du de´bit pour plusieurs angles d’inclinaison du plan (α variant
de 5 a` 90°). L’injecteur a un diame`tre interne de φ = 3 mm. (a) Rtop en fonction de Q les lois
R(Q) semblent suivre des comportements similaires quel que soit l’angle utilise´. (b) Rwidth en
fonction de Q : on constate la faible dispersion des points. Rwidth semble extreˆmement peu
de´pendant de l’angle. La tendance de Rwidth semble extreˆmement similaire a` celle de Rtop. Le
liquide utilise´ est une huile silicone 20 cS.
Sur la Fig. VIII.7 on peut donc observer les variations de Rtop et Rwidth en repre´sentation log-log.
Les variation de Rtop suivent une loi de puissance en 0, 64±0, 02 et ce pour tous les angles α conside´re´s.
Cet exposant est tre`s proche de 5/8 (= 0, 625). En ce qui concerne Rwidth on remarque que les points
s’e´cartent tre`s le´ge`rement d’une loi de puissance en 5/8. En effet, l’exposant commun aux diffe´rents
angles est 0, 68±0, 02. Toutefois on peut conside´rer en tre`s bonne approximation que Rtop et Rwidth se
de´crivent tre`s bien par une loi en Q5/8. C’est un premier re´sultat important : a` angle donne´ il semble
donc, comme on pouvait l’observer sur la Fig. VIII.2, que la structure est globalement conserve´e en
augmentant le de´bit. En tout e´tat de cause le rapport d’aspect Rtop/Rwidth est inde´pendant du de´bit
(et ne de´pend que de l’angle d’inclinaison de la plaque).
Une loi en Q5/8 est un re´sultat tre`s paradoxal. En effet ce re´sultat fait directement e´cho a` la loi
d’e´chelle propose´e par Bohr et al. (voir II.3 et en particulier l’e´quation II.61) et pre´disant exactement
le meˆme exposant pour le de´bit. Pourtant, nous l’avons vu, cette loi ne fonctionnait clairement pas
dans le cas du ressaut horizontal du fait des corrections logarithmiques. Nous sommes donc devant
une contradiction apparente : la loi d’e´chelle de Bohr et al. ne fonctionne pas dans le cas horizontal
“simple” mais apparaˆıt comme correcte dans le cas incline´, pour laquelle elle n’est pas spe´cifiquement
pre´vue. 6
A` Q constant
6. Ce re´sultat peut probablement s’expliquer par les conditions limites qui sont radicalement diffe´rentes dans les
deux cas : dans le cas horizontal les conditions aux limites sont impose´es par la ge´ome´trie axisyme´trique tandis que
dans le cas incline´ les conditions aux limites sont peut-eˆtre plus libres de s’ajuster. Nous reviendrons sur ces questions
dans les paragraphes concernant les e´le´ments de mode`le que nous proposons.
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Figure VIII.7 – Repre´sentation en log-log de l’ensemble de donne´es pre´sente´ en Fig. VIII.6 :
Rtop et Rwidth en fonction de Q pour des angles d’inclinaisons variant de 5 a` 90°. Les lignes
noires correspondent a` Q5/8. (a) Les lois Rtop(Q) sont des lois de puissances en 5/8 pour tous les
angles e´tudie´s. (b) Les lois Rwidth(Q) s’assimilent a` des lois de puissance en 0,68 et ce quelle que
soit l’inclinaison. On visualise particulie`rement bien la faible dispersion des valeurs de Rwidth
en fonction de l’angle.
On se propose maintenant de tracer les donne´es pre´sente´es dans les figures Fig. VIII.6 et Fig. VIII.7
mais cette fois-ci a` de´bit fixe´ en faisant varier l’angle d’inclinaison de la plaque. On obtient alors pour
Rtop et Rwidth les graphes pre´sente´s en Fig. VIII.8.
La Fig. VIII.8 nous permet de quantifier ce que nous avions entrevu qualitativement sur la
Fig. VIII.6 a` savoir la faible influence de la gravite´ sur la position du ressaut dans le cas d’un impact
sur un plan incline´. Cette repre´sentation nous permet de de´terminer la fonction de α servant de pre´
facteur a` la loi en Q5/8 de´crivant les variations de Rtop. Comme on peut le constater cette fonction va-
rie lentement et n’est pas triviale. On ne peut en particulier pas utiliser les fonctions trigonome´triques
de manie`re intuitive. A de´faut d’une description “physique” on se contente d’une description en loi de
puissance : le pre´facteur de´croˆıt en α−0,2 sur la gamme repre´sente´e. Cette de´croissance repre´sente, sur
l’ensemble de la gamme d’angle, une variation de 45% par rapport a` la valeur a` 5°.
La Fig. VIII.8 (b) permet de de´terminer la fonction de α pre´facteur de la loi de´crivant cette fois les
variations de Rwidth. Comme dans le cas pre´ce´dent, on se contente de de´crire les variations de Rwidth
en fonction de α par une loi de puissance en α−0,05. On constate environ 15 % de variation entre les
deux points extreˆmes de la courbe. Par la suite, dans nos tentatives de mode`les, on conside´rera que
Rwidth est inde´pendant de α ce qui semble assez justifie´ a` l’ordre 1.
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Figure VIII.8 – Le jeu de donne´es pre´sente´ pre´ce´demment est maintenant pre´sente´ comme
Rtop et Rwidth en fonction de l’angle d’inclinaison α pour des de´bits allant de 7 a` 54, cm
3/s.
(a) Rtop en fonction de α : aucune tendance utilisant des fonctions trigonome´triques ne semble
apparaˆıtre. Toutefois si l’on ajuste les points par des lois de puissance on trouve que toutes
les courbes correspondent a` une meˆme loi en puissance -0,2 avec des pre´facteurs diffe´rents. (b)
Rwidth en fonction de α : de la meˆme manie`re aucune tendance simple utilisant des fonctions
trigonome´triques ne semble apparaˆıtre. En ajustant les points par des lois de puissance on trouve
que toutes les courbes correspondent a` une meˆme loi en puissance -0,05 avec des pre´facteurs
diffe´rents. Cela confirme bien notre observation d’une tre`s faible de´pendance en α pour Rwidth.
VIII.1.4 Ecoulement dans le ressaut
Cette dernie`re remarque tend a` sugge´rer que l’influence de l’inclinaison est tre`s faible pour Rwidth.
Il est donc tentant de conside´rer que l’e´coulement dans la zone interne change assez peu avec α, voire
que cet e´coulement reste radial, meˆme en cas de forte inclinaison. Est-ce que cela est vrai pour toute
la partie supe´rieure du ressaut ? Pour re´pondre a` cette question on injecte des bulles dans le ressaut.
On obtient alors les structures de l’e´coulement pre´sente´es en Fig. VIII.9.
Comme on peut le voir sur la Fig. VIII.9 l’e´coulement reste parfaitement radial dans la zone
interne (on ne mesure pas plus de 4° d’e´cart par rapport a` une ligne de courant radial). On retrouve ce
re´sultat pour toutes les inclinaisons et pour toutes les directions vers l’amont. Vers l’aval on voit que
l’e´coulement est radial puis se courbe pour suivre la gravite´. Cela explique la proximite´ des re´sultats
obtenus avec le cas simple du ressaut sur plan horizontal : dans la zone interne l’e´coulement est
quasiment inchange´. En ce qui concerne la zone sous critique (ou externe), on voit que l’e´coulement
est principalement gravitaire. Ce n’est pas une surprise : si l’on conside`re que le nombre de Froude est
du meˆme ordre que dans le cas horizontal on s’aperc¸oit que le nombre de Froude au carre´ qui compare
les effets inertiaux aux effets de la gravite´ est petit devant 1 dans la zone externe.
On conside´rera donc pour nos tentatives de mode`le que l’e´coulement est radial .
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(a) α = 15
◦
g
(b)
α = 70◦
g
Figure VIII.9 – Vues du dessous du ressaut hydraulique sur plan incline´ en mouillage total
pour deux angles d’inclinaisons : (a) 15° et (b) 70° et a` de´bit constant : Q = 26, 4 cm3/s. Des
traceurs ont e´te´ injecte´s dans la solution et permettent de suivre les lignes de courant. Comme
on peut le voir les lignes de courants sont radiales dans la zone interne, meˆme en cas de forte
inclinaison. La situation au dela` du choc est, elle, beaucoup plus difficile a` de´crire. On observe
en outre qu’en aval les lignes de courants se courbent lorsqu’elles sont suffisamment e´loigne´es
du jet.
VIII.2 Un premier mode`le en mouillage total
On cherche ici a` construire un premier mode`le pour le ressaut sur plan incline´. Pour plus de sim-
plicite´ on se concentrera sur Rwidth et Rtop. Cela nous permettra de ne conside´rer que deux situations
pour la gravite´ : dans le cas de Rwidth la gravite´ ne s’oppose pas a` l’e´coulement tandis que dans le
cas de Rtop elle s’y oppose frontalement. L’ide´e en e´tudiant uniquement ces deux rayons est de mettre
en e´vidence les principaux e´le´ments physiques qui composent le proble`me mais de pouvoir re´soudre le
proble`me avec des lois analytiques.
La zone interne
Aux vues des re´sultats expe´rimentaux montrant les lignes de courant radiales dans la zone in-
terne nous allons faire une premie`re hypothe`se : on suppose que l’e´coulement est purement radial
(uθ = 0), on suppose en outre que la gravite´ est ne´gligeable dans la zone interne.
Pour mode´liser la vitesse dans la zone interne, il est possible de construire un mode`le inspire´ de
Watson. Si l’on suppose que r3  l3 7 on retrouve un profil de vitesse proche de celui d’un profil
parabolique.
On conside´rera donc ici un profil parabolique, encore une fois pour des raisons de facilite´ :
〈u(r)〉 = u(r, h)
(
2
z
h
−
( z
h
)2)
, (VIII.1)
7. En re´alite´ il y a a` peu pre`s un facteur 10 entre ces deux termes au niveau du ressaut.
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ou` h est la hauteur de liquide selon z. On conside`rera comme dans le mode`le de Wilson et al. que la
contrainte visqueuse a pour forme VII.2 c’est-a`-dire :
σ = η
(
du
dz
)
z=0
≈ 3η 〈u〉
h
,
ou` η est la viscosite´ dynamique du liquide.
Comme dans le cas de Wilson et al. on re´alise un bilan de quantite´ de mouvement. Le flux de
quantite´ de mouvement par unite´ s’e´crit comme dans l’e´quation VII.3 :
M =
∫ h
0
ρu2dz =
6
5
ρ〈u〉2h,
avec ρ la masse volumique du liquide. Le bilan de quantite´ de mouvement s’e´crit donc :
d
dr
[
r〈u〉2h] = −5
2
ν
r〈u〉
h
,
avec ν la viscosite´ cine´matique (voir VII.4). A partir de ce bilan on peut obtenir l’e´quation VII.6 :
1
〈u〉(r) −
1
〈u〉(r0) =
10pi2ν
Q2
1
3
(r3 − r30),
ou` r0 est la position juste apre`s l’impact. Puisque nous avons conside´re´ que r
3  l3 on peut aussi
conside´rer comme pre´ce´demment que r3  r30 et 〈u〉(r0) 〈u〉(RJ). On obtient ainsi le rayon attendu
pour le choc de´ja` pre´sente´ en VII.7 :
R3J =
3Q2
10pi2ν
1
〈u〉(RJ) .
En situation de mouillage total ce terme en γ(1 − cosβ) est discutable pour servir de condition
d’arreˆt, en effet, comme nous l’avons sugge´re´, on peut ne´gliger cet e´ventuel terme capillaire en raison
de la pre´sence du film pre´curseur.
Il convient a` partir de ce point de distinguer Rtop et Rwidth.
VIII.2.1 Calcul de Rtop
(i) On conside`re que l’e´coulement est radial et donc que uθ est nul.
(ii) Si l’on se re´fe`re a` l’inte´gration nume´rique re´alise´e par Wilson et al. de l’e´quation VII.11 (qui
correspond au mode`le pre´sente´ jusqu’a` pre´sent dans lequel on a ajoute´ un terme de gravite´) on observe
que l’influence de la gravite´ dans le cas extreˆme de α = 90° n’a qu’un effet ne´gligeable dans la zone
interne. Comme nous conside´rons une large gamme d’angles et que l’on a vu que la diffe´rence entre
Rtop a` α = 5° et 90° pouvait atteindre un facteur 2 on conside`rera que cette de´pendance de la gravite´
est ne´gligeable devant les principaux effets qui re´duisent Rtop.
(iii) Le bourrelet liquide interagit tre`s fortement sur le ressaut : le poids du bourrelet tend a` dimi-
nuer Rtop.
Compte tenu de ces observations, il ne semble pas judicieux de traiter le proble`me via la zone in-
terne comme propose´ plus haut mais plutoˆt de nous inte´resser au bourrelet liquide. L’ide´e est d’utiliser
une approche par l’exte´rieur similaire a` ce que nous avions fait dans la partie pre´ce´dente.
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VIII.2.1.1 Bourrelet liquide
Pour mode´liser le bourrelet, on va avoir recours a` une hypothe`se simplificatrice. On conside`re que
dans le bourrelet les effets de la gravite´ sont grands devant tous les autres (effets inertiels et de tension
de surface). On conside`re donc le bourrelet comme un coin de liquide, comme cela est repre´sente´ en
Fig. VIII.10 : l’interface supe´rieure est suppose´e horizontale et l’on suppose une interface verticale
au niveau du choc. La hauteur du bourrelet HJ vaut ainsi sinαwtop (ou` wtop, est, pour me´moire, la
largeur du bourrelet dans la direction de Rtop). Cette description du bourrelet, bien que grossie`re,
semble assez re´aliste aux vues de la Fig. VIII.10.
(a)
w
α
α
HJ
g
A
film pre´curseur
(b)
Figure VIII.10 – (a) Sche´ma repre´sentant notre mode`le pour le bourrelet. On se propose de
mode´liser le bourrelet comme un coin liquide d’aire A. Le bord supe´rieur est horizontal et le mur
liquide est vertical. On rappelle que l’e´paisseur du bourrelet est nomme´ wtop. (b) Photographies
de bourrelet liquide avec une inclinaison assez faible illustrant notre mode`le.
Il est possible de calculer wtop a` l’aide d’un mode`le simple pour cette forme de bourrelet
8. Pour
ce faire on peut calculer l’aire du triangle A en fonction de wtop et de α. On trouve, apre`s calcul :
A =
1
2
w2top sinα cosα. (VIII.2)
Calculer la valeur du bourrelet se fait en conside´rant un petit morceau du bourrelet liquide de volume
Rtopθ avec θ tendant vers 0. On fait le choix de conside´rer Rtop plutoˆt que (Rtop + wtop)/2 afin de
simplifier le proble`me et d’obtenir une solution analytique 9. Ces informations sont re´sume´es dans le
sche´ma de la Fig. VIII.11.
Si l’on applique la conservation du de´bit (on suppose toujours que l’e´coulement est radial) on
obtient :
Av = Q
θ
2pi
, (VIII.3)
8. Ce mode`le est inspire´ du calcul propose´ par Wang et al. dans [111].
9. Bien suˆr l’hypothe`se consistant a` conside´rer Rtop ≈ (Rtop +wtop)/2 est tre`s discutable. On verra plus loin qu’elle
n’influe que peu sur le re´sultat final.
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Rtop
wtop
θ
Q
v
g sinα
Figure VIII.11 – Sche´ma de principe concernant l’estimation de wtop. On conside`re un petit
volume de controˆle grise´ avec θ faible. En conside´rant la conservation du de´bit dans notre volume
de controˆle et la conservation de la quantite´ de mouvement (inertie vs gravite´) on peut estimer
la largeur du bourrelet.
ou` v est la vitesse longitudinale du bourrelet.
On applique dans un second temps la conservation de la quantite´ de mouvement sur l’e´le´ment
hachure´ visible en Fig. VIII.11. On suppose que la quantite´ de mouvement apporte´e par l’inertie
au niveau du choc est ne´gligeable ce qui est cohe´rent avec l’hypothe`se d’un e´coulement gravitaire
purement radial. 10 On obtient donc pour la quantite´ de mouvement l’e´quilibre entre la quantite´ de
mouvement due a` la gravite´ et la quantite´ de mouvement due a` l’inertie du liquide dans le bourrelet :
ρg sinαARtopdθ sinθ = d(ρAv
2). (VIII.4)
Comme l’on conside`re un angle θ qui tend vers 0 on peut conside´rer que sin θ ≈ θ. La conservation de
la quantite´ de mouvement (VIII.4) et du de´bit (VIII.3) ame`ne a` l’e´quation diffe´rentielle suivante :
g sinαRtopθ
3 =
d
dθ
(
θ2v2
2
)
. (VIII.5)
On obtient ainsi :
v2 = g sinαRtop
θ2
2
. (VIII.6)
En combinant maintenant (VIII.6), (VIII.3) et (VIII.2) on obtient une expression pour wtop :
wtop =
[
2
pi2
1
sinα3cosα2
Q2
Rtopg
]1/4
. (VIII.7)
On se propose donc de tester cette loi a` de´bit fixe´ (6 et 34 cm3/s) en faisant varier l’inclinaison de
5° a` 90° (voir Fig. VIII.12 (a)) et a` angles constants (14° et 59°) en faisant varier le de´bit sur l’ensemble
de la gamme accessible (voir Fig. VIII.12 (b)). La valeur de Rtop de´pendant a` la fois de Q et de α il
est plus aise´ de comparer wtop mesure´ a` wtop attendu par le mode`le.
La Fig. VIII.12 (a) montre un excellent accord de tendance entre the´orie et expe´rience pour des
angles compris entre 6° et 60° et ce pour les deux de´bits teste´s. Entre 60° et 70,° il est tre`s clair que la
tendance change, cependant l’ordre de grandeur pre´dit reste tout a` fait cohe´rent avec celui attendu.
Au dela` de 70° les points sont franchement divergents.
Il est a` noter que l’e´cart a` la the´orie dans la limite des tre`s petits angles e´tait pre´visible : des
10. Notons que dans le cas du ressaut horizontal le terme inertiel est de l’ordre de 15% du terme gravitaire. Notre
hypothe`se semble donc raisonnable lorsque l’on incline la plaque et que l’on augmente de fait la hauteur du liquide en
sortie.
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Figure VIII.12 – La loi VIII.7 donnant wtop de manie`re the´orique est teste´e en regard des
valeurs expe´rimentales de wtop dans deux situations : (a) a` de´bit fixe´ en faisant varier α de
5° a` 85° et (b) a` angles fixe´s (14° et 59°) en faisant varier le de´bit de 6 a` 34 cm3/s. La ligne
noire correspond donc au re´sultat attendu par la the´orie. (a) En rouge Q = 6 cm3/s et en bleu
Q = 34 cm3/s. On trouve bien un comportement line´aire entre l’expe´rience et la the´orie pour
α compris entre 6° et 60°. Entre 60° et 70° on s’e´carte le´ge`rement de la courbe et au dela` le
mode`le et la the´orie ne sont clairement plus en accord. Le pre´facteur entre wtop expe´rimental et
wtop the´orique devrait eˆtre de 1. On constate que les courbes si elles sont bien line´aires ont une
pente un peu plus faible. (b) En rouge est repre´sente´ le cas α = 14° et en bleu le cas α = 59°.
On trouve bien un comportement line´aire (avec ici encore un pre´facteur le´ge`rement diffe´rent de
celui attendu ce qui est cohe´rent avec (a)) excepte´ pour les tout premiers points ce qui explique
le comportement diffe´rent de la courbe Q = 6 cm3/s dans (a).
effets de conditions limites se font sentir et la contribution des effets inertiaux devient difficilement
ne´gligeable. 11
Le comportement aux grands α pouvait lui aussi s’anticiper. Mathe´matiquement on voit bien que
wtop de´pend de cos α a` la puissance -1/2. Le mode`le ne pouvait donc que diverger. Physiquement, la
forme du bourrelet est assez diffe´rente lorsque l’on tend vers α = 90° puisque l’on continue a` obser-
ver un choc. Un mode`le d’un bourrelet triangulaire ne permet ge´ome´triquement plus de choc. A tre`s
grands α le choc cesse donc d’eˆtre vertical.
Ces re´sultats sont tout a` fait cohe´rents avec une observation que nous avons pu faire : pour des
angles supe´rieurs a` 52,5° on voit que le choc se met a` osciller tre`s le´ge`rement pour des de´bits tre`s
e´leve´s. A mesure que l’on augmente l’inclinaison, cette instabilite´ de la position du choc se fait plus
forte en amplitude et e´volue sous certaines conditions avec le temps : elle s’amplifie jusqu’a` briser
le bourrelet liquide dans son ensemble. On peut observer un tel phe´nome`ne de`s α = 60° a` partir de
de´bits de l’ordre de 50 cm3/s. Le bourrelet se restabilise ensuite (ce qui permet de prendre la mesure
de Rtop) puis le processus recommence. Plus l’inclinaison augmente plus ces brisures adviennent a` de
faibles de´bits. Cette instabilite´ sugge`re qu’il n’existe plus de forme de bourrelet re´ellement stable au
dela` de 60°. Quelques images sont pre´sente´es en Fig. VIII.13 pour illustrer ce phe´nome`ne.
11. Dans ce cas la hauteur du choc est e´galement induite par l’e´coulement externe (c’est-a`-dire que wtop devient tre`s
grand et que l’e´coulement au sein de cette e´paisseur agit sur la hauteur) comme nous l’avons vu dans la partie pre´ce´dente
dans le cas du ressaut horizontal.
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Figure VIII.13 – (a) Diagramme spatio temporel du front du ressaut a` sa plus forte altitude.
Une bande de pixel verticale est prise au niveau de Rtop pour une inclinaison α de 60° et pour
un de´bit Q = 54 cm3/s. La fre´quence d’acquisition des images est de 1000 Hz. On observe
des oscillations de la position du ressaut qui s’amplifie avec le temps jusqu’au de´ferlement et
qui se restabilise ensuite. (b) Succession d’images du ressaut prises par en dessous. Les images
correspondent au film dont est extrait le diagramme spatio-temporel. Les images se lisent de
gauche a` droite. 9 centie`mes de seconde se´parent deux images. On peut donc y voir l’oscillation
du front sur les trois premie`res images puis le de´ferlement et enfin la restabilisation du front.
On constate aussi sur la Fig. VIII.12 (a) une diffe´rence entre le pre´facteur mesure´ et le pre´facteur
attendu de l’ordre de 15% pour Q = 34 cm3/s et d’environ 30 % pour Q = 6 cm3/s. L’e´cart entre
le pre´facteur attendu et le pre´facteur mesure´ peut s’expliquer par la simplicite´ de notre mode`le et en
particulier de notre hypothe`se sur la forme triangulaire. L’e´cart au mode`le peut donc eˆtre vu comme
une correction du facteur de forme. L’e´cart entre les deux pre´facteurs mesure´s expe´rimentalement a`
deux de´bits diffe´rents est plus proble´matique et sugge`re un de´faut de mode´lisation pour la loi en de´bit.
Pourtant il n’en est rien, la Fig. VIII.12 (b) montre elle aussi un excellent accord entre the´orie et
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expe´rience au pre´facteur pre`s : le comportement est en effet bien line´aire. L’e´cart observe´ pre´ce´dem-
ment est donc un le´ger e´cart aux faibles de´bits.
En de´finitive on peut conside´rer que ce mode`le est efficient pour de´crire le bourrelet liquide entre
6° et 70° meˆme si le pre´facteur me´riterait d’eˆtre ajuste´ en mode´lisant avec plus d’accuite´ la forme
exacte du bourrelet. Pour des angles au dela` de 70° le ressaut devient instable et notre mode`le n’est
clairement pas suffisant pour de´crire cette instabilite´.
Revenons sur une des hypothe`ses les plus critiquables de notre mode`le de bourrelet : on a conside´re´
que Rtop ≈ (2Rtop + wtop)/2. Or il se trouve que wtop est souvent comparable et parfois supe´rieur a`
Rtop. Nous avons donc voulu tester l’impact de cette hypothe`se dans notre mode`le pour wtop. Nous
avons donc remplace´ Rtop par (2Rtop +wtop)/2 dans l’e´quation (VIII.7) (avec le w mesure´ expe´rimen-
talement bien suˆr). Les re´sultats a` de´bit constant (Q = 34 cm3/s puisqu’il se trouve en pleine gamme
de validite´ de notre mode`le) et a` angle constant (α = 14° qui se trouve lui aussi en pleine gamme de
validite´) sont visibles respectivement sur la sur la Fig. VIII.14 (a) et sur la Fig. VIII.14 (b).
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Figure VIII.14 – On cherche a` mesurer l’influence de l’hypothe`se consistant a` conside´rer que
(2Rtop + wtop)/2 ≈ Rtop sur notre mode`le pour wtop. On trace donc a` nouveau wtop extrait de
VIII.7 (en rouge en utilisant Rtop et en bleu en utilisant (2Rtop+wtop)/2 ou` wtop correspond a` la
valeur expe´rimentale) en fonction de wtop mesure´ expe´rimentalement. La ligne noire correspond
donc au re´sultat attendu par la the´orie. (a) A de´bit fixe´ (Q = 34 cm3/s) en faisant varier
l’angle. (b) A angle fixe´ (α = 14°). Comme on peut le constater une meilleur prise en compte
de la position du bourrelet ne change en rien le comportement observe´ mais e´carte le´ge`rement
les points d’une pente de 1.
Comme on peut le voir sur la Fig. VIII.14 les tendances ne sont pas affecte´es par la prise en compte
d’un rayon plus “re´el” du bourrelet. Le pre´facteur change, lui, le´ge`rement. On pouvait s’attendre a` un
faible effet sur le pre´facteur en conside´rant que l’expression de wtop ne varie qu’en R
−1/4
top .
12 On en
de´duit donc que la prise en compte du terme en (2Rtop + wtop)/2 est d’assez faible importance sur le
re´sultat du mode`le. On choisira donc, afin de poursuivre des calculs analytiques simples, de conserver
l’expression (VIII.7) pour wtop.
12. Curieusement, cette meilleure prise en compte de la re´alite´ a tendance a` e´carter les points expe´rimentaux du
mode`le.
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VIII.2.1.2 Estimation de Rtop
Nous allons donc, conscients de ces limites, utiliser cette description du bourrelet pour fournir une
premie`re pre´diction de Rtop.Pour ce faire on va conside´rer que la hauteur apre`s le ressaut correspond
a` HJ = wtopsinα.
En supposant que l’e´coulement dans la zone centrale est radial et que les effets gravitaires peuvent
eˆtre ne´glige´s on peut appliquer le mode`le de Watson [114] (de´veloppe´ en II.2) qui repose sur ces
hypothe`ses. On obtient donc les e´quations (II.36) et (II.37). 13Dans notre cas nous sommes toujours a`
Rtop > r0. On conside`rera donc que l’e´quation (II.37) re´git la position de Rtop et donc que :
RtopH
2
Jga
2
Q2
+
a2
2pi2RtopHJ
= 0, 01676
((
Rtop
a
)3
Re−1 + 0, 1826
)−1
. (VIII.8)
Dans un premier temps nous allons tester ce mode`le avec des valeurs expe´rimentales de wtop pour
tester la pertinence du mode`le de Watson dans ce cas. On se propose donc de tester cette loi a` angles
constants (14° et 59°) en faisant varier le de´bit sur l’ensemble de la gamme accessible (voir Fig. VIII.15
(a)) et a` de´bit fixe´ (6 et 34 cm3/s) en faisant varier l’inclinaison de 5° a` 90° (voir Fig. VIII.15 (b)).
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Figure VIII.15 – Pour de l’huile silicone a` 20 cS : test de la loi de Watson (VIII.8) en utilisant
les valeurs expe´rimentales de wtop. (a) On travaille a` angles fixe´s (14° et 59°) en faisant varier
le de´bit. On repre´sente en carre´s bleus les mesures prises pour α = 59° et en disques rouges les
points expe´rimentaux obtenus pour α = 14°. La ligne noire repre´sente le re´sultat attendu sans
parame`tre ajustable. Le re´sultat apparaˆıt donc comme excellent. (b) On travaille a` de´bit fixe´ :
les cercles rouges repre´sentent Q = 6 cm3/s et les carre´s bleus Q = 34 cm3/s. La ligne noire
repre´sente le re´sultat attendu sans parame`tre ajustable. On trouve un assez bon accord excepte´
pour les angles d’inclinaisons tre`s e´leve´s.
Comme on peut le voir sur la Fig. VIII.15 (a) a` angles fixe´s l’accord est excellent pour la gamme
de de´bits e´tudie´e. Sur la Fig. VIII.15 (b), a` de´bits fixe´s, l’accord est lui aussi tre`s bon. Toutefois on
constate des amas de points sur la gauche des ensembles de points : certains de ces points s’e´cartent de
manie`re non ne´gligeable de la courbe : ils correspondent aux valeurs tre`s e´leve´es de α. Autrement dit
13. Implicitement on vient de faire le choix de la mode´lisation de Watson pour la zone interne. Il nous a en effet
semble´ inutile de conside´rer la description plus simple de Wilson.
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a` tre`s fortes inclinaisons il semble que le mode`le de Watson couple´ a` notre hypothe`se sur HJ de´croche.
Cela s’explique par le fait qu’a` tre`s fortes inclinaisons le bourrelet ne peut plus se mode´liser par un
triangle comme nous l’avons vu auparavant et donc l’hypothe`se HJ = wtopsinα devient invalide.
On se propose maintenant de tester la loi (VIII.8) en utilisant notre mode´lisation de wtop (VIII.7).
On obtient ainsi une pre´diction de Rtop sans aucun parame`tre d’entre´e (contrairement au test pre´-
ce´dent qui ne´cessitait la mesure de wtop pour chaque point en plus de la connaissance de Rtop). Les
re´sultats pour six angles compris entre 5° et 80° sont pre´sente´s en Fig. VIII.16.
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Figure VIII.16 – Pour de l’huile silicone a` 20 cS test de la loi de Watson (VIII.8) en utili-
sant cette fois les valeurs the´oriques de wtop obtenues graˆce a` l’e´quation (VIII.7) (en utilisant
Rtop). On repre´sente nos re´sultats en repre´sentation lin-lin (a) et en repre´sentation log-log (b).
On explore des angles d’inclinaisons compris entre 5° et 80°. La ligne noire repre´sente le re´-
sultat attendu sans parame`tre ajustable. On trouve un assez bon accord excepte´ pour les angles
d’inclinaison tre`s e´leve´s.
La Fig. VIII.16 montre un excellent accord pour les angles compris entre 5° et 65° et un accord
plutoˆt mauvais dans le cas de α = 80° comme cela e´tait pre´visible aux vues des paragraphes pre´ce´dents.
L’e´cart entre les points expe´rimentaux est susceptible d’eˆtre re´duit en tenant compte d’un e´ventuel
facteur de forme pour ajuster la loi (VIII.7) avec les points expe´rimentaux. En conside´rant Fig. VIII.15,
il apparaˆıt qu’une meilleure mode´lisation du bourrelet est susceptible d’ame´liorer conside´rablement le
comportement de notre mode`le a` fortes inclinaisons et d’ame´liorer le´ge`rement l’accord entre the´orie
et expe´rience pour sa gamme de validite´.
VIII.2.2 Calcul de Rwidth
Le calcul de Rwidth s’ave`re plus complexe que le pre´ce´dent. En effet, ce n’est plus ici le poids du
bourrelet qui fixe la condition externe et donc la position du choc.
Toutefois si l’on conside`re que l’on a un e´coulement radial et que la gravite´ n’agit ni sur l’e´coulement
ni sur la position du bourrelet nous nous proposons de traiter le cas de Rwidth comme un ressaut sur
un plan horizontal.
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VIII.2.2.1 Condition de choc
Reste a` fixer une condition de choc pour de´terminer Rwidth. On ne pourra pas ici adopter une
de´marche “par les bords” comme nous l’avons fait pre´ce´demment dans le cas du ressaut horizontal. En
effet le bourrelet liquide s’ave`re extreˆmement complexe a` mode´liser car l’on ne maˆıtrise pas les effets
de l’e´coulement transversal issu de la collecte du liquide par le bourrelet en amont.
Toutefois on peut, par analogie, supposer un nombre de Froude de sortie constant et donc d’apre`s
les conditions de passage un nombre de Froude constant en entre´e.
On se propose donc de de´finir le nombre de Froude de l’e´coulement dans la zone interne : Fri−width =
〈u〉√
gh
. Si l’on suppose que le choc se fait a` un nombre de Froude constant (de l’ordre de 2,5 pour eˆtre
en cohe´rence avec le cas horizontal, voir Fig. V.5) on obtient a` partir de l’e´quation VII.7 et de la
conservation du de´bit l’e´quation :(
3
10pi2
)3
Q5
ν3R8width
=
Fr2i−width
2pi
g. (VIII.9)
Cette e´quation donne alors :
Rwidth =
(
27
500pi5
)1/8
Q5/8ν−3/8Fr−1/4i−widthg
−1/8. (VIII.10)
Comme on peut le constater on re´ussit a` obtenir une loi d’e´chelle proche de celle propose´e par Bohr
et al. (et en accord avec nos observations expe´rimentales) avec, de plus, un pre´facteur susceptible d’eˆtre
teste´ avec notre jeu de donne´es comme cela est visible en Fig. VIII.17.
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Figure VIII.17 – Rwidth en fonction de Q pour diffe´rents angles d’inclinaison α entre 5° et
90°. Il s’agit de l’ensemble de donne´es pre´sente´ dans la Fig. VIII.6. On a compare´ ces points
expe´rimentaux avec la loi propose´e en (VIII.10) pour trois valeurs diffe´rentes de Fri−width :1
(ligne continue rouge), 1,5 (ligne continue bleue) et 2,5 (ligne continue noire). On obtient donc
le bon comportement. Le pre´facteur de´pend de l’angle et dans l’ensemble le Froude compatible
est trop faible par rapport a` la valeur attendue.
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Comme on peut le voir sur la Fig. VIII.17, l’e´quation VIII.10 capte bien le bon comportement.
Nous obtenons donc e´galement un nombre de Froude apparemment inde´pendant du de´bit dans cette
ge´ome´trie nouvelle. Toutefois, le pre´facteur, s’il fournit un tre`s bon ordre de grandeur, reste tre`s
discutable. Bien suˆr on a Fr > 1 pour toutes les courbes repre´sente´es. Toutefois le nombre de Froude
visible n’est pas en accord avec notre pre´diction de 2,5 14 excepte´ pour les tre`s fortes inclinaisons. Ce
re´sultat est assez e´tonnant, en effet pour les fortes inclinaisons on s’attendrait a` eˆtre aux limites de
notre mode`le.
Il est possible d’ame´liorer grandement le pre´facteur en de´crivant avec une plus grande pre´cision la
zone interne. On utilise donc le mode`le de Watson pre´sente´ dans la partie pre´ce´dente (voir II.2) dans
la zone interne. On applique ce mode`le sans aucune modification puisque l’on conside`re les effets de
la gravite´ comme ne´gligeables. On utilise ainsi le profil de hauteur interne obtenu a` l’e´quation II.22,
a` savoir :
h(r) =
2pi2
3
√
3
ν(r3 + l3)
Qr
.
Si l’on conside`re que Fri−width est constant au niveau du choc on obtient :
(R3width + l
3)3
Rwidth
= Fr−2i−width
81
√
3
32pi8
Q5ν−3g−1. (VIII.11)
Si l’on se place dans la limite de R3width  l3 on retrouve une expression similaire a` celle pre´sente´e
en VIII.10 mais avec un pre´facteur diffe´rent :
Rwidth =
1
pi
(
81
√
3
32
)1/8
Q5/8ν−3/8Fr−1/4i−widthg
−1/8. (VIII.12)
Ce nouveau pre´facteur est teste´ en Fig. VIII.18 et s’ave`re bien mieux de´crire le comportement de
Rwidth.
Ce nouveau re´sultat de´crit donc tre`s bien les points expe´rimentaux avec un nombre de Froude
interne Fri−width inde´pendant du de´bit et compris entre 2,5 et 3 (comme pre´sente´ sur la Fig. V.5)
pour la plupart des inclinaisons teste´es. Pour aller plus loin dans la mode´lisation de Rwidth il semble
ne´cessaire de travailler sur la mode´lisation du bourrelet liquide au niveau de Rwidth pour essayer
d’anticiper la valeur du Froude interne via une approche “par les bords”. 15
On retiendra en outre que l’approche de Watson fournit une bien meilleure description de la zone
interne et ame´liore significativement l’accord entre expe´rience et the´orie. Nous allons donc conside´rer
uniquement la description de Watson pour la zone interne a` partir de maintenant.
E´tudions maintenant le cas plus complexe de Rtop.
VIII.2.3 Conclusion
Nous avons pu, au cours de ce chapitre, pre´senter une e´tude sur l’impact d’un jet perpendiculaire a`
un plan incline´ en situation de mouillage total. Cette e´tude fait e´tat d’un phe´nome`ne peu e´tudie´, nous
nous sommes donc attache´s a` de´crire qualitativement les diffe´rents e´le´ments pre´sents. On observe ainsi
un ressaut hydraulique qui s’ouvre progressivement en aval au fur et a` mesure que l’inclinaison du
14. qui est plutoˆt une limite basse comme on peut le voir sur la Fig. V.5
15. On a pu ve´rifier en trac¸ant les deux termes de l’e´quation VIII.11 que le terme en l3 est bien ne´gligeable. En
conside´rant ce terme on n’obtient pas de modification vraiment convaincante (cela corrige le´ge`rement la pente pour
tendre vers un exposant de 0.68).
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Figure VIII.18 – Rwidth en fonction de Q pour diffe´rents angles d’inclinaison α entre 5° et 90°.
Il s’agit de l’ensemble de donne´es pre´sente´ dans la Fig. VIII.6. Cette fois on a compare´ ces points
expe´rimentaux avec la loi propose´e en (VIII.12) pour trois diffe´rentes valeurs de Fri−width : 2
(ligne continue bleue) ; 2,5 (ligne continue noire) et 3 (ligne continue rouge). La meilleure prise
en compte du profil de vitesse permet d’ame´liorer significativement le pre´facteur trouve´. On a
toujours le bon comportement et l’on obtient Fri−width compris entre 2 et 3 pour la plupart des
inclinaisons teste´es. On s’attendait a` trouver Fri−width entre 2,5 et 3 pour eˆtre en cohe´rence
avec la partie pre´ce´dente. L’accord est donc assez bon pour un mode`le simple.
substrat et le de´bit augmentent. Ce ressaut hydraulique se´pare la zone interne d’un bourrelet macro-
scopique qui a` son tour est se´pare´ d’un film pre´curseur par un “angle de contact effectif”. Nous avons
pu montrer que cette zone interne e´tait peu sensible a` la gravite´, l’e´coulement y est alors radial et le
liquide peu ralenti par la gravite´. Cette e´tude n’est pas termine´e a` ce jour et certains e´le´ments que
nous avons pu observer semblent susceptibles de susciter des e´tudes ulte´rieures (on pense par exemple
a` l’absence de ressaut en zone aval mais aussi a` cet “angle de contact effectif”).
Nous avons e´galement obtenu des donne´es quantitatives sur cet objet d’e´tude. Ainsi nous avons
e´tudie´ Rtop et Rwidth respectivement la position du ressaut a` l’altitude la plus e´leve´e et la position
du ressaut a` altitude constante vis-a`-vis de l’injecteur. A α fixe´ ces deux longueurs suivent une loi de
puissance en 5/8 en fonction du de´bit ce qui fait directement e´cho a` la loi d’e´chelle obtenue par Bohr et
al. . En outre nous avons pu constater que Rwidth s’ave´rait quasi inde´pendant de l’angle d’inclinaison
α.
Enfin nous avons pre´sente´ ici deux mode`les qui nous permettent de tirer un enseignement com-
mun tre`s fort : la zone interne du ressaut sur plan incline´ peut eˆtre conside´re´e avec une tre`s bonne
approximation comme obe´issant aux meˆmes lois que la zone interne du ressaut circulaire. Il apparaˆıt
donc que seules les conditions aux limites diffe`rent entre ces deux cas.
Notre mode´lisation nous a permis d’obtenir des pre´dictions tout a` fait satisfaisantes de Rtop et
Rwidth en utilisant des arguments physiques simples.
Nous allons donc maintenant nous inte´resser a` l’influence de ces conditions de mouillage en mo-
difiant le liquide pour obtenir des conditions de mouillage diffe´rentes. Comme nous allons le voir
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dans le cas incline´ les conditions de mouillage reveˆtent une grande importance susceptible de modifier
profonde´ment les comportements rayons-de´bits observe´s en mouillage total.
Chapitre IX
Ressaut sur plan incline´ en
mouillage partiel
IX.1 Premiers re´sultats en mouillage partiel
Nous nous penchons donc a` pre´sent sur le cas du mouillage partiel. L’ide´e est ici de comprendre
l’influence des conditions de mouillage sur le ressaut. Bien entendu on ne s’attend a` aucun effet vi-
sible dans la mode´lisation de la zone centrale, l’observation pre´ce´dente d’une absence d’influence de
la gravite´ sur la zone centrale n’e´tant pas susceptible d’eˆtre modifie´e par les conditions de mouillage.
Cependant ces conditions de mouillage vont modifier fortement les conditions aux limites en faisant
intervenir une vraie ligne de contact pour le bourrelet liquide et e´ventuellement un phe´nome`ne hyste´-
re´tique. On s’attend donc a` de fortes modifications des lois liant rayon et de´bit.
IX.1.1 Forme du ressaut
On se propose a` nouveau de commencer par observer la forme de notre ressaut hydraulique. Comme
on peut le constater, peu de modifications importantes par rapport au mouillage total sont visibles
en ce qui concerne la forme du ressaut. Toutefois des diffe´rences majeures par rapport au cas en
mouillage total (voir Fig. VIII.1 et Fig. VIII.2) surviennent pour l’e´paisseur du bourrelet que nous
allons de´tailler plus loin. On observe aussi un front de de´mouillage en aval de la plaque.
Si l’on se place a` de´bit constant et que l’on fait varier l’angle α de la plaque on peut observer les
structures pre´sente´es en Fig. IX.1.
On observe quelques changements de comportement par rapport au cas en mouillage total : on
constate toujours que pour les faibles inclinaisons le ressaut est ferme´ et entoure entie`rement l’injec-
teur. Pourtant a` mesure que l’on augmente l’inclinaison on observe un changement de forme. La forme
ovale disparaˆıt pour se diviser en deux fronts distincts : un front en forme de fer a` cheval dans la partie
supe´rieure et une ligne brise´e grossie`rement horizontale en aval. Le raccordement de ces deux fronts
se fait sur un point anguleux.
Dans ce cas de mouillage partiel on observe donc toujours un choc dans la partie infe´rieure. On
peut parler de choc car cette limite marque la se´paration entre un film mince et un film plus e´pais
(ou bourrelet) par lequel le liquide va s’e´vacuer. La position de ce bourrelet aval correspond au lieu
ou` le liquide de´mouille la plaque pour passer d’un re´gime d’e´coulement gravito-inertiel a` un re´gime
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Figure IX.1 – Photographies prises de dessous de ressaut hydraulique sur plan incline´ en
mouillage partiel a` de´bit fixe´ (Q = 17, 6 cm3/s) pour 10 inclinaisons de plaques α diffe´rentes (5°
puis tout les 10° entre 10° et 90°). Le diame`tre de l’injecteur est ici de φ = 3 mm. On constate
que pour les faibles inclinaisons le ressaut est ferme´ puis qu’il s’ouvre progressivement en aug-
mentant α. On constate aussi un re´tre´cissement de l’e´paisseur du bourrelet avec l’augmentation
de l’inclinaison. A premie`re vue les variations de Rwidth semblent tre`s faibles tandis que les
variations de Rtop sont importantes. On constate en outre un bourrelet en aval, ce qui constitue
une diffe´rence importante avec une situation en mouillage total.
d’e´coulement en me´andre (ou e´coulement gravito-capillaire). Autrement dit la position du front aval
se trouve globalement a` l’endroit ou` il devient sans doute e´nergiquement de´favorable de maintenir un
film mince par rapport a` un me´andre [54]. 1
Autre observation : on constate que l’e´paisseur du bourrelet supe´rieur est beaucoup plus faible
dans ce cas de mouillage partiel que dans le cas du mouillage total. En mouillage partiel l’e´paisseur
du bourrelet est bel et bien ne´gligeable devant le rayon du ressaut.
On observe que, de manie`re analogue a` la situation en mouillage total que Rwidth varie assez peu
en fonction de α tandis que Rtop pre´sente des variations importantes. Les courbures du front changent
1. La description pre´cise de la ligne brise´e se´parant un e´coulement gravito-inertiel vers un e´coulement en me´andre
(gravito-capillaire) est rendue assez difficile en raison d’interactions avec les me´andres issues de cet e´coulement.
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donc avec l’angle comme dans le cas du mouillage total.
Si l’on fixe maintenant l’angle et que l’on augmente le de´bit on peut observer les structures pre´-
sente´es en Fig. IX.2.
Q = 10, 9 cm3/s
Q = 26, 2 cm3/s
Q = 41, 5 cm3/s
Q = 18, 6 cm3/s
Q = 33, 8 cm3/s
Q = 49, 1 cm3/s
Figure IX.2 – Photographies prises du dessous de ressaut hydraulique sur plan incline´ en
mouillage partiel a` angle d’inclinaison fixe´ (α = 15°) pour 6 de´bits diffe´rents (10,9 ; 18,6 ; 26,2 ;
33,8 ; 41,5 et 49,1 cm3/s ). Le diame`tre de l’injecteur est ici de φ = 3 mm. On constate que la
largeur du bourrelet wtop varie assez peu avec le de´bit.
Comme on peut le voir ici aussi, a` mesure que l’on augmente le de´bit on observe une transition
entre un ressaut de forme ovale et une forme en double front avec un front amont en fer a` cheval et
un front aval en forme de ligne brise´e.
Dans ce cas non plus il n’est pas aise´ de de´finir un couple (α,Q) pour lequel on observe la cassure
du ressaut en deux fronts... Nous avons donc renonce´ a` quantifier cette transition.
On notera en outre qu’en premie`re approximation et contrairement au cas du mouillage total la
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largeur du bourrelet semble varier assez peu avec le de´bit et demeure tre`s petite devant le rayon du
ressaut.
IX.1.2 Hyste´re`se et angle de contact
IX.1.2.1 Un phe´nome`ne hyste´re´tique ?
A la lecture de l’Annexe B, il apparaˆıt que le phe´nome`ne du ressaut hydraulique sur un plan in-
cline´ est susceptible d’eˆtre un phe´nome`ne hyste´re´tique : le bourrelet liquide se termine par une ligne
de contact on s’attend donc a` ce que l’angle de contact joue un roˆle de´terminant dans la position
et/ou la hauteur du bourrelet liquide. On s’attendrait par exemple que le bourrelet liquide soit fixe´
par l’angle de contact statique d’avance´e a` de´bit croissant et par l’angle de contact statique de recule´e
pour les de´bits de´croissants.
Pourtant visuellement on n’observe aucune diffe´rence entre les formes obtenues a` de´bit croissant
et celles obtenues a` de´bit de´croissant. On se propose toutefois de s’en assurer en comparant les valeurs
de Rtop et Rwidth pour un angle d’inclinaison α = 45° et pour des de´bits croissants puis de´croissants.
Les re´sultats de ces comparaisons sont pre´sente´s en Fig. IX.3.
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Figure IX.3 – Mesures de Rtop (a) et de Rwidth (b) en fonction du de´bit pour un diame`tre
d’injecteur φ = 3, 5 mm et un angle d’inclinaison α = 45°. On effectue une premie`re se´rie de
mesures a` de´bits croissants (disques rouges) et une seconde se´rie de mesures a` de´bits de´croissants
(carre´s bleus). Comme on peut le constater il n’existe aucune diffe´rence significative entre ces
deux se´ries de mesures. On en de´duit l’absence totale d’effets hyste´re´tiques.
Comme on peut le constater sur cette Fig. IX.3 que ce soit pour Rtop ou Rwidth on n’observe
aucune diffe´rence significative entre les points obtenus a` de´bits croissants ou de´croissants. 2
Par ailleurs le meˆme travail peut eˆtre fait sur le bourrelet et aboutit a` la meˆme conclusion : il n’y
a aucun effet hyste´re´tique sur ce phe´nome`ne.
Le comportement de la ligne de contact nous permet de comprendre cette observation d’apparence
contre intuitive. Si l’on observe de pre`s la ligne de contact on s’aperc¸oit qu’elle est sans cesse en
2. Notons que les e´carts observe´s sont typiquement de l’ordre de grandeur des erreurs de mesures et des fluctuations
de forme observe´es expe´rimentalement. Par exemple les points de de´bit maximal sont obtenus dans la meˆme se´quence
d’enregistrement puisqu’il s’agit du de´bit maximal accessible.
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mouvement, mouillant et de´mouillant une meˆme zone d’un ou deux millime`tres de large. L’angle de
contact observe´ est donc un angle de contact effectif.
IX.1.2.2 Angles de contact
On se propose donc de de´terminer maintenant cet “angle de contact effectif”. On va en priorite´
s’inte´resser a` l’angle effectif au niveau du bourrelet supe´rieur a` savoir βtop (voir Fig. IX.4).
α
βtop g
Figure IX.4 – Sche´ma illustrant la position de l’angle de contact βtop.
Comme nous l’avons dit on observe des mouvements incessants de la ligne de contact. Cela se
traduit e´videmment aussi par de fortes fluctuations sur les valeurs prises par l’angle de contact. On
observe in fine que la valeur de βtop se situe autour de 70° ±5° et celle de βwidth autour de 50°. Nous
ne mesurons pas de variation significative devant les fluctuations en variant les valeurs de l’inclinaison
ou du de´bit.
Quelques images de mesures de βtop sont repre´sente´es en Fig. IX.5. La qualite´ de ces images assez
faible est une des raisons qui nous pousse a` ne proposer pour βtop qu’un ordre de grandeur et a` ne
pouvoir observer les faibles fluctuations en fonction de Q et α.
α = 10◦
α = 45◦
α = 80◦
Q = 12, 1 cm3/s Q = 28, 3 cm3/s Q = 44, 4 cm3/s
g g g
g g g
g g g
Figure IX.5 – Images typiques de l’angle de contact βtop pour trois de´bits (12,1 ; 28,3 et 44,4
cm3/s) et pour trois angles (10, 45 et 80°). Le diame`tre de l’injecteur est φ = 3, 5 mm. Comme
on peut le constater il est assez difficile de de´finir un angle de contact unique, la ligne de contact
e´tant sans cesse mobile. Nous avons donc choisi de conside´rer un unique angle de contact effectif
de l’ordre de 70°.
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Ce re´sultat d’un angle de contact effectif de l’ordre de 70° est assez surprenant si l’on conside`re que
les angles de contact statiques d’avance´e et de recule´e pour cette plaque sont respectivement de 106°
et 83°. Obtenir des angles de contact effectifs en dessous de cet intervalle est donc assez perturbant.
IX.1.3 De´pendance du rayon du ressaut
Nous allons maintenant essayer, comme dans le cas pre´ce´dent de de´crire plus quantitativement la
forme du ressaut. Nous allons donc nous appuyer a` nouveau sur les valeurs de Rtop et de Rwidth.
IX.1.3.1 Influence du diame`tre de l’injecteur
Dans un premier temps nous nous posons la question de la pertinence de l’hypothe`se de Wilson et
al. selon laquelle la position du ressaut n’est pas ou peu affecte´e par le diame`tre de l’injecteur. Nous
travaillons donc avec quatre diame`tres d’injecteurs distincts : φ = 2 mm, φ = 3 mm, φ = 3, 5 mm et
φ = 5 mm. Nous travaillons pour trois angles distincts :10°, 45° et 80° 3. Les re´sultats des mesures sont
disponibles sur la Fig. IX.6.
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Figure IX.6 – Mesure de l’influence du diame`tre de l’injecteur sur les valeurs de (a) Rtop
et (b) Rwidth pour deux angles distincts. Les points re´alise´s avec une inclinaison de 10° sont
repre´sente´s en bleus et les points re´alise´s avec une inclinaison de 80° en rouge. Quatre injecteurs
sont repre´sente´s les cercles correspondent a` φ = 2 mm, les triangles renverse´s a` φ = 3 mm, les
losanges a` φ = 3, 5 mm et les carre´s a` φ = 5 mm. L’effet des injecteurs est globalement peu
significatif excepte´ pour φ = 5 mm.
Comme on peut le constater sur cette Fig. IX.6 l’hypothe`se consistant a` ne´gliger l’influence de
l’injecteur est tre`s discutable. Toutefois deux remarques peuvent eˆtre faites :
(i) Pour φ compris entre 2 et 3,5 mm les comportements sont extreˆmement proches et ce, quelque
soit le de´bit conside´re´ et que l’on prenne l’inclinaison α e´gale a` 10° ou 80°.
(ii) Le cas φ = 5 mm est en revanche tre`s e´loigne´ des courbes obtenues avec les autres diame`tres
d’injecteurs. Cela est vrai en particulier pour les faibles de´bits. On remarque en effet qu’a` fort de´bit
3. Pour des raisons de clarte´ nous ne pre´senterons que les re´sultats pour 10° et 80°, l’inclinaison de 45° ne repre´sentant
qu’un e´tat interme´diaire.
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les courbes semblent se rejoindre : on passe ainsi d’une dispersion d’un facteur 3 a` des diffe´rences de
moins de 10% pour les valeurs de Rwidth. Cet effet est tout aussi remarquable en ce qui concerne Rtop.
Pour interpre´ter cet effet il est utile de comparer le rayon du ressaut a` la longueur l de la the´orie de
Watson pour le ressaut horizontal qui permet d’e´valuer la longueur l sur laquelle les effets de l’injecteur
sont importants 4. Pour eˆtre tout a` fait exact rappelons que ce que l’on compare est plutoˆt r3 par
rapport a` l3. En effet les termes de vitesse et hauteur du mode`le de Watson (voir (II.21) et (II.22))
de´pendent de r3 + l3.
Contrairement au cas e´tudie´ pre´ce´demment en mouillage total nous avons un liquide tre`s peu
visqueux : nous sommes donc typiquement dans une gamme ou` les rayons de ressaut sont susceptibles
d’eˆtre comparables a` l. Si l’on compare les valeurs des rayons a` l pour les injecteurs de diame`tre
compris entre 2 et 3,5 mm on s’aperc¸oit que le rayon du ressaut est syste´matiquement plus grand
voire tre`s grand devant l. Autrement dit pour les hauts de´bits l’influence de l’injecteur est “oublie´e”
car r3  l3. Tandis que pour φ = 5 mm l est du meˆme ordre voire supe´rieur a` r sur presque toute la
courbe excepte´ pour les hauts de´bits. Cela explique donc que pour les hauts de´bits on converge vers
un re´gime commun pour tous les diame`tres d’injecteur.
IX.1.3.2 De´pendance du rayon en angle et en de´bit
Ce constat e´tant e´tabli nous allons travailler dans une situation ou` RJ > l pour toute la gamme de
de´bits afin de diminuer au maximum les effets de l’injecteur. Nous travaillons donc avec un diame`tre
d’injecteur φ = 3 mm (un diame`tre d’injecteur φ = 2 mm induisant trop de perte de charge et donc
une gamme de de´bits accessibles plus restreinte).
On se propose donc de tracer Rtop et Rwidth respectivement en fonction du de´bit Q a` angle constant
et en fonction de l’angle α a` de´bit constant.
A` α constant
Dans un premier temps on travaille a` angle d’inclinaison constant en faisant varier le de´bit sur
toute la gamme accessible. Les mesures sont reporte´es sur la Fig. IX.7.
En ce qui concerne Rtop on constate que quelque soit l’angle d’inclinaison on observe des lois
rayon-de´bit assez proches de celles observe´es dans le cas du mouillage total. Toutefois il n’est plus
question ici d’ajuster a` angle fixe´ les points expe´rimentaux par une loi de puissance. Comme on peut
le voir sur la Fig. IX.8 qui correspond a` la repre´sentation log-log des courbes repre´sente´es en Fig. IX.7
on peut observer deux re´gimes distincts : le premier, a` faibles de´bits, correspond a` un re´gime line´aire
tandis que le second a` hauts de´bits correspond a` une loi de puissance en 5/8. Autrement dit, apre`s un
re´gime transitoire on retrouve un re´gime en puissance 5/8 comme dans le cas du mouillage total.
Pour Rwidth, le constat est assez similaire. La faiblesse de l’influence de l’inclinaison est davantage
marque´ que pour Rtop. On constate aussi que les points expe´rimentaux se de´composent en deux
re´gimes (comme cela est particulie`rement visible sur la Fig. IX.8 (b)) : un re´gime line´aire pour les
faibles de´bits et un re´gime en loi de puissance pour les forts de´bits.
Sur la Fig. IX.8 on peut observer les variations de Rtop et Rwidth en repre´sentation log-log. On
observe donc que les variation de Rtop suivent bel et bien une loi de puissance en 5/8 pour les forts
de´bits et ont un comportement line´aire pour les faibles de´bits. Malheureusement le bruit dans les
mesures ne nous permet d’estimer les exposants avec la meˆme acuite´ que dans le cas du mouillage
4. Pour me´moire on a l = 0, 567φ
2
Re1/3 avec Re = Q/νa.
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Figure IX.7 – Rayons caracte´ristiques du ressaut sur un plan incline´ en situation de mouillage
partiel (Rtop et Rwidth) en fonction du de´bit pour plusieurs angles d’inclinaison du plan (α
variant de 5 a` 90°). L’injecteur a un diame`tre interne de φ = 3 mm. (a) Rtop en fonction
de Q : les lois R(Q) semblent suivre des comportements similaires quel que soit l’angle utilise´.
(b) Rwidth en fonction de Q : on constate la faible dispersion des points. Rwidth semble ici
aussi extreˆmement peu de´pendant de l’angle et une fois encore la tendance de Rwidth semble
extreˆmement similaire a` celle de Rtop. Le liquide utilise´ est ici de l’eau distille´e.
total.
En ce qui concerne Rwidth on retrouve bien les deux re´gimes : line´aire puis en loi de puissance.
Toutefois la loi de puissance est, comme dans le cas du mouillage total, le´ge`rement diffe´rente de celle
visible pur Rtop : l’exposant commun pour les diffe´rents angles est plus proche de 0, 68. Autrement dit
apre`s un premier re´gime line´aire on retrouve asymptotiquement les deux lois de puissances obtenues
dans le cas du mouillage total. En tout e´tat de fait le rapport d’aspect Rtop/Rwidth est inde´pendant
du de´bit et ne de´pend que de l’angle d’inclinaison de la plaque.
Le fait de retrouver asymptotiquement a` grand de´bit une loi en Q5/8, comme dans le cas du
mouillage total, est tre`s curieux. Cela sugge`re un comportement commun inde´pendant de la condi-
tion de mouillage accompagne´ ou pas d’un re´gime transitoire suivant la condition de mouillage (par
exemple une zone transitoire ou` la ligne de contact ne peut eˆtre ne´glige´e ?). Ce re´sultat est d’autant
plus troublant que, rappelons-le, 5/8 correspond a` l’exposant pour le de´bit dans la loi d’e´chelle propo-
se´e par Bohr dans le cadre de son e´tude du ressaut circulaire. Loi d’e´chelle uniquement mise en de´faut
par l’ajout d’un terme logarithmique traduisant les conditions aux limites.
A` Q constant
On se propose maintenant de tracer les donne´es pre´sente´es dans les figures Fig. IX.7 et Fig. IX.8
mais cette fois-ci a` de´bit fixe´ en faisant varier l’angle d’inclinaison de la plaque. On obtient alors pour
Rtop et Rwidth les graphes pre´sente´s en Fig. IX.9.
La Fig. IX.9 nous permet de quantifier ce que nous avions entraperc¸u qualitativement sur la
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Figure IX.8 – Repre´sentation en log-log de l’ensemble de donne´es pre´sente´ en Fig. IX.7 : Rtop
et Rwidth en fonction de Q pour des angles d’inclinaison variant de 5 a` 90°. Les lignes noires
correspondent a` Q5/8. (a) Les lois Rtop(Q) ne sont plus du tout des lois de puissance en 5/8.
On constate plutoˆt deux re´gimes : le premier line´aire a` faibles de´bits et le second pour des de´bits
e´leve´s qui semble eˆtre une loi de puissance avec un exposant proche de 5/8. Ce re´sultat semble
valable pour tous les angles e´tudie´s : seul le pre´facteur change avec l’inclinaison. (b) Les lois
Rwidth(Q) sont tre`s proches de celles de Rtop : on y retrouve les deux re´gimes, le premier line´aire
et le second tendant vers une loi de puissance proche de 5/8 et ce quelle que soit l’inclinaison.
Par ailleurs, on visualise particulie`rement bien la faible dispersion des valeurs de Rwidth en
fonction de l’angle.
Fig. IX.7 a` savoir la faible influence de la gravite´ sur la position du ressaut dans le cas d’un impact sur
un plan incline´. Comme on peut le constater on ne peut toujours pas utiliser simplement les fonctions
trigonome´triques pour de´crire les variations de Rtop et Rwidth en fonction de α. On choisira une fois de
plus une description par des lois de puissance. En ce qui concerne Rtop le pre´facteur a` la loi complexe
re´gissant Rtop(Q) de´croˆıt en α
−0,1 sur la gamme repre´sente´e. Autrement dit l’exposant est deux fois
plus faible dans ce cas que dans le cas du mouillage total. On en de´duit donc que Rtop est bien moins
influence´ par α en situation de mouillage partiel. Cette de´croissance repre´sente, sur l’ensemble de la
gamme d’angle, une variation de 33% par rapport a` la valeur a` 5° (on avait 45% en mouillage total).
La Fig. IX.9 (b) permet de de´terminer la fonction de α pre´facteur de la loi de´crivant cette fois
les variations de Rwidth. On de´crit les variations de Rwidth en fonction de α par une loi de puissance
en α−0,03. Cette fois encore la pente est environ deux fois plus faible que dans le cas du mouillage
total. On peut presque conside´rer que Rwidth est inde´pendant de α, en effet, on constate environ 9%
de variation entre les deux points extreˆmes de la courbe. 5
Ces re´sultats nous permettent donc de conside´rer que l’e´coulement dans la zone interne est bien
radiale comme dans le cas du mouillage total. Si nous n’avons pas enregistre´ d’image de´montrant ce
point nous avons pu ve´rifier cette hypothe`se visuellement en observant par exemple des bulles d’air.
5. Il est amusant de constater que ces exposants correspondent aux exposants obtenus dans le cas du mouillage total
mais divise´ par 2.
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Figure IX.9 – L’ensemble de donne´es pre´sente´ pre´ce´demment est maintenant pre´sente´ comme
Rtop et Rwidth en fonction de l’angle d’inclinaison α pour des de´bits allant de 6,2 a` 50,5, cm
3/s.
(a) Rtop en fonction de α : ici aussi aucune tendance utilisant des fonctions trigonome´triques
ne semble apparaˆıtre. Toutefois si l’on ajuste les points par des lois de puissance on trouve que
toutes les courbes correspondent a` une meˆme loi en puissance -0,1 avec des pre´facteurs diffe´rents.
(b) Rwidth en fonction de α : de la meˆme manie`re aucune tendance simple utilisant des fonctions
trigonome´triques ne semble apparaˆıtre. En ajustant les points par des lois de puissance on trouve
que toutes les courbes correspondent a` une meˆme loi en puissance -0,03 avec des pre´facteurs
diffe´rents. La de´pendance de Rwidth en α est donc quasiment inexistante. Il est amusant de
constater que ces exposants correspondent aux exposants obtenus dans le cas du mouillage total
mais divise´ par 2.
Cela e´tant il est aussi parfaitement possible de discerner les lignes de courant sur les photographies
de la Fig. IX.12 et les observations qu’on peut faire vont e´galement dans le sens d’un e´coulement
parfaitement radial.
IX.2 Mode`le en mouillage partiel
On cherche ici a` construire un premier mode`le pour le ressaut sur plan incline´. Comme cela est vi-
sible sur les images le bourrelet exte´rieur n’a plus du tout la meˆme forme que dans le cas du mouillage
total. On ne peut donc pas appliquer les meˆmes mode`les que dans une situation de mouillage total.
Pour plus de simplicite´ on se contentera a` nouveau uniquement sur Rwidth et Rtop. Dans le cas
de Rwidth la gravite´ ne s’oppose pas a` l’e´coulement tandis que dans le cas de Rtop elle s’y oppose
frontalement. L’ide´e en e´tudiant uniquement ces deux rayons est de mettre en e´vidence les principaux
e´le´ments physiques qui composent le proble`me et d’en tirer les premie`res lois pre´dictives...
La zone interne
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Les re´sultats expe´rimentaux montrant les lignes de courant radiales dans la zone interne nous
incitent a` faire une premie`re hypothe`se : on suppose que l’e´coulement est purement radial (uθ = 0).
Aux vues des re´sultats pre´sente´s dans la partie sur le mouillage total il apparaˆıt tre`s raisonnable
de ne´gliger la gravite´ dans la zone interne. On a pu voir que le mode`le de Wilsonet al. fournissait une
premie`re approche mais le mode`le de Watson pre´sente´ dans la partie pre´ce´dente (voir II.2) ame´liore
substantiellement la description de la zone interne. Forts de nos re´sultats en mouillage total on ap-
plique donc ce mode`le sans aucune modification puisque l’on conside`re les effets de la gravite´ comme
ne´gligeables. On retrouve donc pour les r supe´rieurs a` la position r0 ou` la couche limite a envahi toute
l’e´paisseur de liquide les e´quations (II.21) et (II.22) :
us(r) =
27c3
8pi4
Q2
ν(r3 + l3)
,
h(r) =
2pi2
3
√
3
ν(r3 + l3)
Qr
,
IX.2.1 Calcul de Rwidth
Pour le traitement de Rwidth, aux vues des hypothe`ses, on se propose a` nouveau de conside´rer
que ce rayon peut eˆtre traite´ de la meˆme manie`re que dans le cas horizontal. Contrairement au cas
du mouillage total, la situation du bourrelet semble mieux connue, on se propose donc de tenter une
approche “par les bords” avec un nombre de Froude constant en sortie de ressaut.
Dans cette situation de mouillage partiel les conditions aux limites ont change´ par rapport au cas du
mouillage total. On peut maintenant estimer na¨ıvement la hauteur du bourrelet liquide en supposant
que cette hauteur de liquide est fixe´e par l’angle de contact (comme le montre la Fig. IX.10) et suit
une loi en
H ≈ 2lcsinβwidth
2
, (IX.1)
ou` lc =
√
γ
ρg et βwidth est l’angle de contact du liquide avec la plaque. On supposera ici que βwidth =
50°. 6
Rwidthβ
H ≈ 2lcsinβ2
v
Figure IX.10 – Mode`le pour le bourrelet dans le prolongement de Rwidth. On suppose que la
hauteur du bourrelet est fixe´e par (IX.1) c’est-a`-dire par l’angle de contact “effectif” βwidth. Il
est toutefois traverse´ par un courant de vitesse v important et non pris en compte par notre
mode´lisation.
Si l’on suppose que le Froude de sortie est constant comme dans le cas du ressaut horizontal, en
appliquant la conservation du de´bit juste en sortie de ressaut on obtient :
Q2 = Fr2g4pi2R2widthH
3. (IX.2)
6. On a pu ve´rifier que cette pre´diction de hauteur e´tait re´aliste aux vues de nos observations en utilisant notre
profondime`tre. Toutefois l’utilisation de cet appareil sur un plan incline´ pre´sente davantage de possibilite´s d’erreurs de
mesure que dans le cas horizontal.
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Ce qui conduit logiquement a`
Rwidth =
Q
2piFr
(
2lcsin
βwidth
2
)3/2
g1/2
. (IX.3)
Ce mode`le propose donc une loi ou` Rwidth est proportionnel a` Q. La Fig. IX.7 nous convaint que
nous n’avons pas le bon comportement (du moins pour l’ensemble de la courbe puisque l’on observe un
comportement line´aire a` faibles de´bits). Si l’on essaye tout de meˆme de tracer la loi (IX.3) en regard
des points expe´rimentaux pour un nombre de Froude de 0,385 on obtient la Fig. IX.11.
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Figure IX.11 – Test de la loi (IX.3) sur l’ensemble de donne´es de Rwidth pre´sente´ en Fig. IX.7
(b). La ligne noire correspond a` la the´orie attendue avec Fr = 0, 385 et βwidth = 50°. Comme
on peut le voir l’accord avec la the´orie n’est pas tre`s bon. On trouve tout de meˆme un ordre de
grandeur satisfaisant.
Comme on peut le voir sur la Fig. IX.11 l’ordre de grandeur est plutoˆt bon toutefois il est extreˆ-
mement sensible a` l’angle de contact effectif . Or nos estimations de cet angle de contact sont assez
impre´cises il est donc possible que l’erreur soit beaucoup plus importante que celle indique´e. De plus,
on le voit, la tendance n’est pas bien pre´dite. 7
Un moyen d’interpre´ter cette diffe´rence de tendance est probablement de conside´rer que le bourre-
let est assez mal mode´lise´. En effet, comme indique´ sur la Fig. IX.10, une grande partie de l’e´coulement
dans le bourrelet provient du liquide re´colte´ par le bourrelet dans la partie supe´rieure : il s’e´coule a`
une vitesse v non ne´gligeable et est donc susceptible de modifier la forme du bourrelet. En particulier
il est tout a` fait possible que l’angle de contact effectif fluctue avec le de´bit ou que la hauteur ne soit
tout simplement pas tout a` fait fixe´e par la loi (IX.1). En de´finitive on ne pourra pas conclure sur un
mode`le convaincant pour Rwidth ici.
7. Notons que si l’on essaye d’appliquer le mode`le de Watson avec comme parame`tre d’entre´e H pour pre´dire Rwidth
l’accord entre the´orie et expe´rience est mauvais.
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IX.2.2 Calcul de Rtop
En ce qui concerne Rtop nous allons suivre une de´marche assez similaire a` celle qui nous a permis
de de´terminer Rtop dans le cas du mouillage total. Nous allons donc essayer de mode´liser le bourrelet
en utilisant les observations qu’on peut en faire.
IX.2.2.1 Hypothe`ses sur le bourrelet liquide
On mode´lise le bourrelet liquide supe´rieur en conside´rant que :
(i) Le bourrelet liquide a la forme d’une portion de cercle en Rtop. Ce qui semble assez cohe´rent
avec les images pre´sente´es en Fig. IX.12.
(ii) La hauteur perpendiculaire du bourrelet est donne´e par 2lcsin
βtop
2 et ce inde´pendamment du
de´bit et de l’angle d’inclinaison α ce qui semble assez cohe´rent avec nos observations faites sur les
images Fig. IX.4 et avec des mesures re´alise´es avec notre profondime`tre 8.
(a) (b)
(c) (d) (e) (f)
Figure IX.12 – Images de coˆte´ du bourrelet liquide d’un ressaut sur plan incline´ en situation
de mouillage partiel. Trois angles d’inclinaison sont conside´re´s : 20° ((a) et (b)), 45° ((c) et
(d)) et 80° ((e) et (f)). Pour chacun de ces angles on a conside´re´ deux de´bits Q = 28, 3 cm3/s
((a), (c) et (e)) et Q = 44, 4 cm3/s ((b), (d) et (f)). Comme on peut le voir l’aspect du bourrelet
(hauteur et largeur) change assez peu (du moins visuellement) en fonction de l’angle et du de´bit.
Cela a plusieurs conse´quences :
(i) L’e´paisseur du bourrelet est donc constante et inde´pendante du de´bit Q et de l’inclinaison
α. Aux vues des Fig. IX.1, Fig. IX.2 et Fig. IX.12 cette conse´quence semble compatible avec nos
observations pour α > 20° et pour des de´bits assez e´leve´s (Q > 18, 6 cm3/s).
(ii) L’e´paisseur du bourrelet est tre`s petite devant le rayon du ressaut. Encore une fois les Fig. IX.1,
Fig. IX.2 et Fig. IX.12 vont plutoˆt dans ce sens.
La mode´lisation du bourrelet est donc repre´sente´e en Fig. IX.13.
8. Pre´sentant des incertitudes bien supe´rieures a` celles obtenues dans la partie pre´ce´dente en raison de la ge´ome´trie
particulie`re
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Figure IX.13 – Mode´lisation de la partie supe´rieure du bourrelet. On se propose de mode´liser
cette partie du bourrelet comme une portion d’un disque de rayon R. L’aire de cette portion
de disque est uniquement fixe´e par l’angle de contact βtop, sa hauteur perpendiculairement a` la
plaque est fixe´e par (IX.1) et sa largeur wtop est conside´re´e comme constante et inde´pendante de
Q et de α. La hauteur H qui nous inte´resse ici est celle correspondant a` la diffe´rence d’altitude
entre le point le plus bas du bourrelet et le point le plus haut. De simples calculs de ge´ome´trie
permettent de connaˆıtre H, R et wtop en fonction des donne´es physiques.
Apre`s des calculs de ge´ome´trie e´le´mentaire on obtient que le rayon du cercle est :
R =
2lcsin
βtop
2
1− cosβtop . (IX.4)
On obtient donc que la hauteur H du point le plus haut du bourrelet liquide par rapport au point le
plus bas du bourrelet s’e´crit :
H = (1− cos(α+ βtop))
2lcsin
βtop
2
1− cosβtop . (IX.5)
IX.2.2.2 Estimation de Rtop
Connaissant H il est maintenant possible d’utiliser le mode`le propose´ par Watson concernant la
zone interne et la condition de choc pour estimer la position de Rtop
9 on s’attend donc a` ce que le
rayon du ressaut corresponde aux e´quations (II.36) et (II.37). Dans notre cas nous sommes toujours
a` Rtop > r0. On conside`rera donc que l’e´quation (II.37) re´git la position de Rtop et donc que :
RtopH
2ga2
Q2
+
a2
2pi2RtopH
= 0, 01676
((
Rtop
a
)3
Re−1 + 0, 1826
)−1
. (IX.6)
On peut donc tester cette e´quation en utilisant l’estimation de la hauteur propose´e en (IX.5). On le
fera pour les quatre injecteurs a` notre dispositions ainsi que pour trois inclinaisons diffe´rentes (α =10°,
9. L’application du mode`le de Watson est ici un peu discutable. En effet, dans la ge´ome´trie mode`le que l’on a choisit,
on n’a pas comme dans le cas du mouillage total un “vrai” choc de hauteur H. Pour la condition de choc le terme en
1/2gH2 a bien suˆr tout son sens mais le terme en HU2 est lui plus contestable. Quoi qu’il en soit, le terme inertiel est
petit devant le terme gravitaire.
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45° et 80°). Le re´sultat de cette comparaison est visible en Fig. IX.14.
(a)
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
φ = 2 mm
φ = 3 mm
φ = 3, 5 mm
φ = 5 mm
0
0,02
0,04
0,06
0,08
0,1
0,12
0,14
0,16
α = 10◦
α = 45◦
α = 80◦
R
t
o
p
H
2 J
g
a
2
Q
2
+
a
2
2
pi
2
R
t
o
p
H
J
(
Rtop
a
)3
Re−1 (b)
φ = 2 mm
φ = 3 mm
φ = 3, 5 mm
φ = 5 mm
α = 10◦
α = 45◦
α = 80◦
0,001
0,01
0,1
0,001 0,01 0,1 1 10
R
t
o
p
H
2 J
g
a
2
Q
2
+
a
2
2
pi
2
R
t
o
p
H
J
(
Rtop
a
)3
Re−1
Figure IX.14 – En situation de mouillage partiel sur substrat incline´ en utilisant de l’eau a` 1
cS on teste la loi de Watson : (IX.6) en utilisant la valeur de H obtenue en (IX.5). La ligne
noire correspond a` la the´orie attendue sans parame`tre ajustable. On teste cette loi pour trois
inclinaisons : 10° (en rouge), 45° (en bleu) et 80° (en vert). Quatre injecteurs sont repre´sente´s :
les cercles correspondent a` φ = 2 mm, les carre´s a` φ = 3 mm, les losanges a` φ = 3, 5 mm et les
triangles a` φ = 5 mm. Si la de´pendance en φ a l’air plutoˆt bien capte´e, la se´paration nette entre
les trois couleurs montre l’e´chec de notre mode`le pour capter la de´pendance en angle dans cette
situation.
Comme on peut le voir sur cette Fig. IX.14 l’accord entre the´orie et expe´rience n’est pas excellent.
On obtient un accord convenable pour α = 10° et α = 45° bien que les courbes soient se´pare´es en
fonction de l’inclinaison signe que nous n’avons pas bien capte´ la de´pendance en α tandis que l’accord
est tre`s mauvais en ce qui concerne α = 80°.
On remarque e´galement que nous captons assez mal la de´pendance en φ. En particulier φ = 2 mm
semble avoir un comportement singulier qui ne se remarque pourtant pas sur la Fig. IX.6.
Nous en concluons donc que notre mode´lisation est tre`s imparfaite. 10 Il est possible que la` encore
les fluctuations autour de la valeur donne´e βtop cachent en re´alite´ une de´pendance en fonction du de´bit
et de l’angle. Il est aussi possible que notre mode´lisation du bourrelet comme une portion de cercle
(mode´lisation qui ne repose que sur des observations mais sur aucun argument physique) soit errone´e.
IX.3 Conclusion
Nous avons pu, au cours de ce chapitre, pre´senter une e´tude sur l’impact d’un jet perpendiculaire
a` un plan incline´ en situation de mouillage partiel. On retrouve les diffe´rents e´le´ments de´ja` pre´sente´s
a` quelques diffe´rences pre`s : si l’on a a` nouveau un film mince entoure´ d’un ressaut, se´parant la zone
interne d’un bourrelet liquide, ce bourrelet liquide est beaucoup plus fin et se termine par un angle
de contact re´el (et non plus effectif). Une autre diffe´rence est qu’en situation de mouillage partiel on
10. Elle fournit toutefois des ordres de grandeurs raisonnables.
180 CHAPITRE IX. RESSAUT SUR PLAN INCLINE´ EN MOUILLAGE PARTIEL
observe un front aval au niveau duquel on assiste a` une transition entre un film mince et un bourrelet
liquide.
De manie`re assez surprenante on n’observe pas de phe´nome`ne hyste´re´tique dans cette situation
de mouillage partiel. Cela tient probablement au fait qu’on a pu observer que la ligne de contact du
bourrelet liquide e´tait sans cesse en mouvement, rendant difficile la mesure de l’angle de contact.
Nous avons, a` nouveau travaille´ avec les longueurs Rtop et Rwidth. Et nous avons en particulier
observe´ que ces courbes pre´sentaient deux comportements : a` faibles de´bits un comportement line´aire
et pour les de´bits plus e´leve´s un comportement en puissance 5/8. Ce comportement asymptotique en
5/8 est tre`s troublant car il e´voque a` la fois le comportement observe´ en cas de mouillage total mais
e´galement la loi d’e´chelle propose´e par Bohr et al. .
Nous avons a` nouveau travaille´ sur des mode`les et nous conservons notre conclusion concernant la
faible importance de la gravite´ dans la zone interne. Pour autant si nos mode`les ont permis d’obtenir
des ordres de grandeurs et des tendances satisfaisants ils ne sont clairement pas excellents. Nous
pensons que notre mode´lisation du ressaut en mouillage partiel repose sur des e´valuations d’angles de
contact qui sont tre`s discutables. Il semble donc ne´cessaire de travailler autour de cette question en
de´veloppant une re´elle technique d’acquisition de l’angle 11 et de re´aliser des statistiques sur la valeur
de ces angles...
11. Par exemple l’observation des de´formations d’une grille...
Chapitre X
Ressaut sur un plan incline´ super
hydrophobe
On se propose maintenant d’observer le cas d’un jet liquide impactant perpendiculairement une
plaque de cuivre rendue super hydrophobe graˆce au traitement de´crit en Annexe C. Cette e´tude a
donne´ lieu a` l’observation de comportements inattendus et c’est ce que nous allons tacher de pre´sen-
ter ici. En particulier nous allons montrer que sous certaines conditions la description en terme de
ressaut hydraulique cesse d’eˆtre pertinente. Les phe´nome`nes observe´s rele`vent alors davantage de la
fragmentation d’une nappe liquide que du ressaut hydraulique.
X.1 Influence de l’injecteur
Au cours de ces expe´riences nous avons utilise´ tour a` tour deux injecteurs de diame`tres diffe´rents :
φ = 3 ou 4 mm. Nous avions jusqu’a` pre´sent travaille´ sur le ressaut et nous avons pu montrer a` de
nombreuses reprises dans les lignes pre´ce´dentes que le bon parame`tre de controˆle e´tait le de´bit Q
et non la vitesse du liquide injecte´. Ce qui en conse´quence signifie une assez faible importance du
diame`tre de l’injecteur. Nous allons montrer que ce n’est pas le cas ici.
X.1.1 Injecteur de 4mm de diame`tre
Lorsque l’on travail avec un injecteur de diame`tre φ on obtient les images pre´sente´es en Fig. X.1
et Fig. X.2. Dans la premie`re figure on travaille a` de´bit constant en faisant varier l’angle tandis que
dans la deuxie`me on travaille a` angle constant (ici α = 45°) en faisant varier le de´bit.
Ce qui apparaˆıt alors clairement sur ces deux figures c’est que le choc pre´sente deux formes extreˆ-
mement diffe´rentes : dans la zone amont on retrouve bien le bourrelet liquide de´ja` observe´ dans le cas
du ressaut incline´ en mouillage partiel (ce qui e´tait bien suˆr attendu). Mais en aval on observe plus du
tout de bourrelet liquide mais bien la fragmentation du film mince en gouttes. Ce que l’on peut obser-
ver dans la zone aval s’apparente davantage a` la fragmentation d’une nappe de Savart [101, 102, 21]
qu’a` un ressaut hydraulique. On observe en particulier le de´collement du bourrelet a` une altitude
donne´e, la transition se faisant brusquement entre ressaut et fragmentation.
Comme on peut le constater sur la Fig. X.1 cette limite de´pend peu de l’angle d’inclinaison. La
valeur de Rtop est tout a` fait similaire a` ce que l’on a pu observer et pre´dire dans la partie concernant
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α = 30◦
α = 50◦
α = 70◦
α = 40◦
α = 60◦
α = 80◦
Figure X.1 – Photographies prises de face du ressaut hydraulique sur plan incline´ en mouillage
quasi-nul a` de´bit fixe´ (Q = 37, 3 cm3/s) pour 6 angles diffe´rents (de 30° a` 80° tout les 10°). Le
diame`tre de l’injecteur est ici de φ = 4 mm. Les effets de perspectives permettent difficilement
d’appre´hender le comportement de Rtop toutefois on observe comme point commun a` toutes ces
photographies la division en deux zones : une zone aval ou` la nappe liquide se fragmente et la
zone amont ou` le choc est entoure´ d’un bourrelet liquide. On constate aussi que la taille du
bourrelet ne semble pas varier avec l’inclinaison. Le nombre de points de fragmentation et la
distance les se´parant semblent de´pendre assez peu de l’angle d’inclinaison. On constate en outre
que la limite entre zone de fragmentation et bourrelet liquide semble inde´pendante du de´bit.
le ressaut sur plan incline´ en mouillage partiel “classique”. En revanche la partie aval soule`ve de nom-
breuses questions sur le nombre de points de fragmentation et la distance qui les se´pare en fonction
de l’angle d’inclinaison. Cet effet me´riterait une e´tude a` part entie`re.
La Fig. X.2 quant-a` elle nous montre que le de´bit a une tre`s forte influence sur la position de
de´tachement du bourrelet liquide : plus le de´bit augmente plus la limite entre ressaut hydraulique et
fragmentation est e´leve´e (par rapport au centre de l’injecteur). Par ailleurs comme cela e´tait pre´visible
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Q = 14, 0 cm3/s
Q = 26, 6 cm3/s
Q = 39, 3 cm3/s
Q = 20, 3 cm3/s
Q = 33, 0 cm3/s
Q = 45, 6 cm3/s
Figure X.2 – Photographies prises de face du ressaut hydraulique sur plan incline´ en mouillage
quasi nul a` angle d’inclinaison fixe´ (α = 45°) pour 6 de´bits diffe´rents (14 ; 20,3 ; 26,6 ; 33,0 ; 39,3
et 45,6 cm3/s ). Le diame`tre de l’injecteur est ici de φ = 4 mm. On constate a` nouveau cette
se´paration entre zone aval fragmente´e et zone amont entoure´e par un bourrelet liquide. Dans ce
cas le bourrelet liquide semble de´pendre toujours tre`s peu du de´bit. En revanche le nombre de
points de fragmentation croˆıt fortement avec le de´bit. On remarque en outre que la position de
de´collement du bourrelet (c’est-a`-dire la limite entre zone de fragmentation et bourrelet) est de
plus en plus e´leve´e a` mesure que le de´bit croˆıt.
le de´bit joue un roˆle tre`s important dans le nombre de points de fragmentation visibles.
X.1.2 Injecteur de 3mm de diame`tre
Lorsque l’on fait varier le diame`tre de l’injecteur et que l’on utilise un injecteur de diame`tre interne
φ = 3 mm on observe les images typiques pre´sente´es en Fig. X.3. 1 En comparaison, a` de´bit identique
on constate que dans le cas pre´sent la limite bourrelet-fragmentation est beaucoup plus e´leve´e. On
arrive meˆme a` une situation ou` le bourrelet liquide a entie`rement disparu et ou` l’on observe de la
fragmentation sur l’ensemble du pe´rime`tre. Dans ce cas le front de fragmentation est quasi circulaire
autour de l’injecteur (montrant une fois de plus la validite´ de nos hypothe`ses concernant la zone cen-
trale). On observe une disparition du bourrelet liquide pour les inclinaisons importantes (au dela` de
1. Malheureusement si nous avons fait une e´tude syste´matique e´quivalente a` celle pre´sente´e pour φ = 4 mm nous
n’avons pas re´ussi a` enregistrer des images de la qualite´ de celles pre´sente´es pre´ce´demment pour des raisons mate´rielles.
Les images que nous avons obtenues s’apparentent davantage aux images pre´sente´es dans la Fig. VII.13. Il est donc tre`s
difficile d’y de´cerner si le re´gime est celui du bourrelet ou de la fragmentation.
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α = 50°) et pour les de´bits e´leve´s.
(a) (b) (c)
(d) (e) (f) (g)
Figure X.3 – Photographies de coˆte´ du ressaut hydraulique sur plan incline´ en mouillage quasi
nul mais avec cette fois-ci un injecteur de diame`tre φ = 3 mm. Ces images ont e´te´ re´alise´es
avec des inclinaisons assez fortes (typiquement entre 75◦et 85◦) et des de´bits varie´s ((a) : Q = 9
cm3/s, (b) Q = 46 cm3/s, (c) et (d) Q = 48 cm3/s, (e) Q = 38 cm3/s, (f) et (g) Q = 18 cm3/s).
Comme on peut le constater sur ces images pour les de´bits les plus e´leve´s on ne constate plus de
bourrelet liquide meˆme en aval mais un front de fragmentation sur tout le pe´rime`tre de la nappe
liquide. Et ce, meˆme pour des de´bits interme´diaires comme ceux des deux dernie`res images. La
physique est donc diffe´rente lorsque l’on fait varier le diame`tre de l’injecteur.
Ce re´sultat fait directement e´cho aux observations de Maynes et al. (voir partie I.6.1) qui faisait
e´tat d’un nombre de Weber du jet critique Wec se situant aux alentours de 900
2. Ce nombre de Weber
critique distingue les cas ou` l’on observe un ressaut hydraulique standard (We < Wec) et ceux ou` l’on
constate la fragmentation du film mince (We > Wec). Or le Weber maximum obtenu avec l’injecteur
de 4 mm est d’environ 900 ce qui est extreˆmement proche de Wec tandis que pour un injecteur de
diame`tre interne de 3 mm on obtient un We maximum de 2200. On sera donc au dela` du Weber critique
pour une gamme de de´bits de 35 a` 50 cm3/s. Donc bien qu’e´tant a` de´bit quasiment constant on observe
deux comportements extreˆmement diffe´rents. Le fait que le We devienne le ve´ritable parame`tre de
controˆle montre bien que les phe´nome`nes physiques en jeu sont tre`s diffe´rents... On avait jusque la`
comme parame`tre de controˆle privile´gie´ le de´bit Q.
Reste une question ouverte : pourquoi observe-t-on de la fragmentation en aval du ressaut et
ce, meˆme pour des Weber tre`s en dessous de Wec ? Encore une fois il apparaˆıt clair que le ressaut
hydraulique (ici bourrelet liquide) n’est pas stable en aval. Nous n’en savons toutefois pas davantage.
2. Pour rappel on a We = ρU2φ/σ avec U la vitesse du liquide en sortie de buse et γ la tension de surface du liquide.
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X.2 Mode`le
Le cas ou` φ = 4 mm se mode´lise de la meˆme manie`re que le ressaut sur plan incline´ en mouillage
partiel classique. Il n’y a pas ici a` apporter davantage d’e´le´ments.
Pour mode´liser le cas φ = 3 mm il est important de proposer une alternative au mode`le pre´ce´dent
puisque nous travaillons avec un phe´nome`ne physique diffe´rent.
Nous observons que le pe´rime`tre du film mince est quasiment circulaire. On se propose donc d’en
tirer deux hypothe`ses pour la mode´lisation :
(i) Rwidth = Rtop = RJ . Ce re´sultat se trouvera, comme nous le verrons, largement ve´rifie´ expe´ri-
mentalement.
(ii) L’e´coulement est conside´re´ comme parfaitement radial et les effets de la gravite´ sont conside´-
re´s comme ne´gligeables. La mode´lisation propose´e par Watson (voir II.2) s’impose donc pour la zone
interne. On aura donc une vitesse u :
u(r, z) =
27c3
8pi4
Q2
ν(r3 + l3)
f(η), (X.1)
avec c la constante de´finie dans la partie II.2 et valant c = 1, 402, η = z/h(r) et f la fonction telle que
u = us(r)f(η) (voir (II.14)).
X.2.1 Condition de choc
On suppose ici que la fragmentation a lieu pour tout de´bit. L’ide´e est donc d’e´quilibrer le flux de
quantite´ de mouvement avec les effets de la tension de surface qui retient les gouttes. 3 Un sche´ma
traduisant cette relation de choc est visible sur la Fig. X.4. Cette condition de choc s’e´crit donc en
r = RJ : ∫ h
0
ρu2dz = γ(1− cosβ), (X.2)
avec γ la tension de surface et β l’angle de contact entre le liquide et le substrat. On choisira ici
β = 160° car c’est l’angle de contact statique pour l’eau sur le substrat superhydrophobe.
h(r)
u(r, z) r0
RJ
−→γ
β
−→γ
Figure X.4 – Le me´canisme de fragmentation correspond de manie`re classique a` l’e´quilibre entre
les effets inertiels et les effets de tension de surface γ. C’est cet e´quilibre qui fixe la position du
ressaut RJ .
3. On retrouve ce type d’e´quilibre classique lors de l’e´tude des nappes de Savart ou encore lors de l’e´talement d’une
goutte apre`s impact. Mais on retrouve aussi l’approche propose´e par Wilson et al. et de´taille´e au de´but de cette partie.
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Ce qui donne apre`s calcul :
27
√
3c3
16pi6
ρQ3
RJν(R3J + l
3)
= γ(1− cosβ). (X.3)
Dans le cas ou` R3J  l3 (ce qui est plutoˆt vrai dans la gamme de de´bits ou` l’on observe la
fragmentation) on obtient :
RJ =
(
27
√
3c3
16pi6
)1/4
(1− cosβ)1/4Q3/4ν−1/4ρ1/4γ−1/4. (X.4)
Lorsque l’on trace les points expe´rimentaux pour des inclinaisons importantes (α = 60, 75 et 90°)
et les lois (X.3) et (X.4) on obtient les graphes pre´sents sur la Fig. X.5 :
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Figure X.5 – Rtop et Rwidth pour trois angles d’inclinaison de la plaque : 90°(repre´sente´ par
des cercles), 75° (repre´sente´ par des carre´s) et 60° (repre´sente´ par des losanges).Rtop est note´
en rouge et Rwidth en bleu. Le diame`tre de l’injecteur est φ = 3 mm. (a) La loi (X.4) est teste´e
et est repre´sente´e par la ligne noire. (b) On fait le choix de ne plus ne´gliger l3, on obtient alors
la loi (X.3) (et non plus Rtop et Rwidth en fonction de Q). La the´orie est encore repre´sente´e
par la ligne noire (sans parame`tre ajustable). Comme on peut le voir l’accord entre the´orie et
expe´rience est excellent. On constate que Rtop est le´ge`rement de´cale´ en dessous de la the´orie.
Cela s’explique par le fait que la gravite´ ralentit tre`s le´ge`rement l’e´coulement.
Comme on peut le voir sur cette Fig. X.5 notre hypothe`se de travail concernant l’e´galite´ entre Rtop
et Rwidth est largement valide´e. Si Rtop est le´ge`rement plus faible que Rwidth c’est en raison de la
gravite´ qui freine tre`s le´ge`rement le liquide.
On constate que le mode`le propose´ fournit un excellent accord avec les points expe´rimentaux.
Toutefois il semble ne´cessaire de conserver le terme en l3 qui permet la prise en compte des effets de
l’injecteur. La loi (X.4) s’ajuste donc particulie`rement bien sur les points expe´rimentaux sans aucun
parame`tre ajustable.
Toutefois on peut eˆtre surpris d’un accord aussi bon. En effet, visuellement mais aussi en terme de
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nombre de Weber We on s’attend a` ce que la fragmentation soit uniquement pre´dominante pour les
hauts de´bits c’est-a`-dire a` Q > 35 cm3/s. On peut donc eˆtre surpris d’un accord aussi bon au dela` de
la gamme de validite´ de notre mode`le.
Si l’on veut comparer ces re´sultats avec le cas ou` φ = 4 mm on retrouve bien une diffe´rence
fondamentale de re´gime. Nous avons donc trace´ la loi attendue en cas de fragmentation (X.3) pour
deux angles similaires aux pre´ce´dents (α = 90 et 70°). On obtient les points pre´sente´s en Fig. X.6.
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Figure X.6 – Rtop et Rwidth pour deux angles d’inclinaison de la plaque : 90° (repre´sente´
par des cercles) et 70° (repre´sente´ par des losanges). Rtop est note´ en rouge et Rwidth en bleu.
Le diame`tre de l’injecteur est ici φ = 4 mm. La loi (X.3) est teste´e, on tient donc compte du
terme en l3 (on ne repre´sente donc pas exactement Rtop et Rwidth en fonction de Q). La the´orie
est repre´sente´e par la ligne noire (sans parame`tre ajustable). Comme on pouvait s’y attendre la
the´orie ne permet pas de de´crire le comportement de Rtop. On constate cependant que Rwidth
s’ajuste sur la the´orie pour des de´bits e´leve´s. Cela s’explique par le fait que pour cette gamme de
de´bits la limite de fragmentation est plus e´leve´e que la position de l’injecteur.
Comme on peut le voir sur cette Fig. X.6 la loi the´orique (X.4) ne s’ajuste plus du tout lorsque
Rtop est conside´re´. Ce re´sultat e´tait bien suˆr attendu puisque le me´canisme dominant est ici celui d’un
ressaut hydraulique formant un bourrelet liquide et non celui de´crit par notre mode`le.
Il est e´galement inte´ressant de constater que la courbe utilisant Rwidth suit le comportement
attendu par la fragmentation pour des de´bits supe´rieurs a` 25 cm3/s. Ce de´bit seuil correspondant
justement (comme on peut le voir sur la Fig. X.2) au moment ou` la limite entre fragmentation et
bourrelet de´passe l’altitude de l’injecteur (elle se situera au dessus de cette position pour des de´bits
plus e´leve´s). Cela tend donc a` valider notre approche : pour de faibles de´bits il faut prendre en compte
le bourrelet, nous sommes donc dans le cas traite´ pre´ce´demment du ressaut sur plan incline´ en situa-
tion de mouillage partiel tandis que pour les forts de´bits on observe une fragmentation et le mode`le a`
conside´rer est celui pre´sente´ ci-dessus.
X.3 Conclusion sur le cas super hydrophobe
Nous avons donc pu le constater : cette situation d’impact d’un jet sur un plan superhydrophobe
incline´ pre´sente une physique inte´ressante. Tantoˆt ressaut hydraulique tantoˆt fragmentation nous avons
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pu en comprendre les enjeux et fournir une premie`re mode´lisation. Toutefois, le champ d’investigation
concernant ce sujet est loin d’eˆtre clos, il reste a` comprendre et a` mode´liser la fragmentation dans la
partie aval mais aussi a` e´tudier la position de la limite entre fragmentation et bourrelet liquide. Si
le nombre de Weber semble le bon parame`tre de controˆle il faut toutefois affiner la transition entre
fragmentation et bourrelet en fonction de l’angle θ et de l’inclinaison α.
Chapitre XI
Conclusion
Le ressaut hydraulique obtenu par un jet impactant verticalement un plan incline´ est-il un ressaut
horizontal comme les autres ?
C’est sur cette question un peu provocatrice que l’on pourrait refermer cette partie. Mais ce serait
un peu tricher dans la mesure ou` l’on peut partiellement re´pondre a` cette question.
Effectivement nous avons pu montrer dans toutes les situations e´tudie´es (mouillage total, mouillage
partiel, mouillage quasi nul, liquide visqueux ou liquide moins visqueux...) que la zone interne pouvait
eˆtre traite´e comme dans le cas du ressaut horizontal c’est-a`-dire un e´coulement radial dans lequel la
gravite´ est parfaitement ne´gligeable. Nous avons meˆme pu montrer dans le cas du mouillage total et du
mouillage quasi nul que la description de la zone interne propose´e par Watson pouvait eˆtre applique´e
sans aucune adaptation. Donc la re´ponse a` notre question serait plutoˆt oui...
Pourtant ce serait aller rapidement que de faire une telle conclusion. En effet nous avons pu mon-
trer tout au long de la premie`re partie que les conditions aux limites e´taient d’une importance capitale
dans la mode´lisation du ressaut hydraulique. Or justement cette situation de ressaut sur un plan in-
cline´ offre des conditions aux limites particulie`rement remarquables.
Nous avons, en nous inte´ressant a` ces conditions aux limites, fait varier les conditions de mouillage
et obtenu un certain nombre de re´sultats e´tonnants :
Dans le cas du mouillage total nous avons pu observer une ligne de contact effective associe´e a` des
angles de contact effectifs fixant une limite claire entre film liquide macroscopique et film liquide micro
voire nanoscopique. Il e´tait difficile de s’attendre a` une transition aussi brutale et a` des “angles de
contact effectif” aussi bien de´finis. Nous avons donc pu, en mode´lisant simplement le bourrelet liquide,
obtenir une description convenable du phe´nome`ne de ressaut sur plan incline´ sur une large gamme
d’angles d’inclinaison. Toutefois ce mode`le repose sur des hypothe`ses intuite´es qui me´riteraient une
e´tude plus approfondie.
Dans le cas du mouillage partiel nous avons montre´ l’absence de comportement hyste´re´tique duˆ
au fait que la ligne de contact est sans cesse en mouvement. Cela rend difficile la mesure d’angles de
contact moyens que nous avons trouve´s plus faibles que les angles statiques d’avance´e et de recule´e
alors que nous sommes, d’apparence, dans un cas statique. La mode´lisation s’est ave´re´e plus difficile
dans le cas de mouillage partiel et les mode`les que nous avons obtenus nous encouragent essentielle-
ment a` affiner la description du bourrelet liquide et a` e´tudier bien plus en de´tail les angles de contact
au niveau du bourrelet. Il serait en outre inte´ressant de se confronter a` une situation de mouillage
diffe´rente avec un angle de contact statique plus faible par exemple.
Enfin en ce qui concerne la situation de mouillage quasi nul nous avons pu observer une physique
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diffe´rente avec la fragmentation du film mince de la zone interne. On se retrouve alors davantage
dans une situation proche de la fragmentation d’une nappe de Savart. On a en particulier pu observer
la coexistence entre un ressaut conduisant a` un bourrelet liquide dans la partie supe´rieure et cette
zone de fragmentation. Il serait tre`s inte´ressant d’e´tudier davantage ce phe´nome`ne de cohabitation de
deux conditions aux limites diffe´rentes et en particulier de comprendre la position de de´collement du
bourrelet liquide.
Donc aux vues de ces re´sultats le ressaut sur plan incline´ affiche une vraie richesse de comporte-
ments qui diffe`rent fondamentalement du cas horizontal. Nous ne nous sommes pour le moment attele´s
qu’a` une approche simple et il reste de nombreux champs a` explorer. En particulier, nous n’avons pas
meˆme e´voque´ la forme du ressaut et il s’agit pourtant la` d’un sujet qui semble vaste et important.
En effet nous avons pu comprendre que le rapport d’aspect Rtop/Rwidth changeait avec l’inclinaison.
Cela se traduit donc en terme de courbure. Une e´tude de courbure permettrait peut eˆtre d’interpre´ter
voire de comprendre l’instabilite´ que nous avons pu observer en situation de mouillage total...
Enfin le ressaut sur plan incline´ n’est pas un ressaut comme les autres car il s’agit dans la plupart
des situations d’un ressaut ouvert. Nous n’avons pas re´ussi a` comprendre ni meˆme a` mesurer cette
transition d’ouverture. Cette situation de ressaut ouvert est pourtant loin d’eˆtre triviale et interroge
profonde´ment sur la nature meˆme du ressaut hydraulique. Pourquoi peut-on maintenir un choc dans
une situation faiblement incline´e et comment se fait la transition vers une absence de ressaut ?
Troisie`me partie
Gouttes dans un ressaut
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Chapitre XII
Etat de l’art et dispositif
expe´rimental
XII.1 Non coalescence et dynamique : une goutte en le´vitation
dans un ressaut hydraulique
Revenons maintenant au cas “simple” du ressaut hydraulique circulaire sur un plan horizontal.
Lorsque l’on de´pose une goutte du meˆme liquide dans la zone interne du ressaut (zone de forte vitesse
et de faible e´paisseur) la goutte se trouve se´pare´e du bain par un mince film d’air, dans un e´tat de non
coalescence. Cette goutte, “plaque´e” contre le “mur” liquide va se de´placer dans le ressaut de manie`re
pe´riodique ou ape´riodique suivant les conditions expe´rimentales.
Cette expe´rience n’est pas sans e´voquer d’autres situations ou` la non coalescence de gouttes offre
un syste`me a` la dynamique particulie`rement riche et inattendue. Avant d’aller plus loin sur les travaux
effectue´s, attardons-nous sur quelques unes de ces situations remarquables.
XII.1.1 De la goutte volante a` la goutte “quantique”.
Lorsqu’une goutte impacte un bain du meˆme liquide ou une surface solide elle va coalescer avec
le liquide ou mouiller le solide. Il existe toutefois un certain nombre de situations ou` l’on observe
un retard, voire une absence de coalescence due a` un film d’air ou de vapeur se´parant la goutte du
substrat. On parle alors de “non-mouillage”.
Le moyen le plus connu pour maintenir un tel film gazeux est de chauffer le substrat pour obtenir
un effet dit de cale´faction [73] (effet Leidenfrost). Le liquide s’e´vaporant sous la goutte forme alors
un film isolant entre la goutte et le substrat chaud sur lequel celle-ci le´vite. Dans cette configuration,
pour des gouttes suffisamment petites (quelques dizaines de microns), on observe meˆme le “de´collage”
de la goutte [17] qui voit e´voluer tre`s rapidement la distance entre elle et le substrat.
Dans le cas de l’interaction entre une goutte et un bain liquide on peut maintenir un film d’air en
faisant vibrer un bain liquide : a` chaque oscillation du bain le film d’air sous la goutte se renouvelle
[88] et la goutte n’entre donc jamais en contact avec le bain (dans les faits on peut ainsi maintenir une
goutte en situation de non mouillage pendant une dure´e de l’ordre de la journe´e). Dans cette situation,
en faisant vibrer le bain de manie`re a` s’approcher du seuil de l’instabilite´ de Faraday, il est possible de
de´placer la goutte (on parle alors de goutte marcheuse ou simplement de marcheur) [24]. Le marcheur
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constitue un objet d’e´tude passionnant, en effet, lorsque la goutte rebondit sur le liquide vibre´ elle
engendre une onde circulaire. La goutte et le champ d’ondes associe´ permettent ainsi de reproduire
a` l’e´chelle classique des expe´riences impliquant la dualite´ onde corpuscule comme la diffraction ou
l’effet tunnel [23, 40]. En ajoutant une goutte de ferrofluide a` l’inte´rieur du marcheur goutte on peut
“charger” le marcheur et observer sa dynamique dans un champ magne´tique inhomoge`ne : un puits de
potentiel harmonique a` deux dimensions. On observe en particulier des orbites quantifie´es (circulaires
ou plus complexes : lemniscates, trifolium) [85] ainsi que des dynamiques d’inversions entre ces e´tats
[84].
Il est a` noter qu’avec un dispositif similaire (une goutte sur un bain vibre´) un autre groupe a
pu observer la dynamique d’une goutte mise en mouvement par ses propres modes de vibrations
harmoniques [35, 48].
On peut e´galement faire rebondir une goutte sur un film de savon mis en vibration par un haut-
parleur. Le film d’air est donc maintenu par un dispositif assez semblable au cas pre´ce´dent. Dans ce
cas de figure on observe que la pe´riode des rebonds de la goutte peut transiter vers le chaos [46, 47].
Il est aussi possible de “tricher” un peu et de recouvrir la goutte d’une poudre hydrophobe qui
se´parera la goutte du substrat ou de fabriquer un substrat super-hydrophobe (voir par exemple Annexe
C). Sur un tel substrat la goutte est certes en contact avec le solide mais la texture du substrat se
traduit par le fait que la surface de la goutte en contact avec le substrat est presque ne´gligeable. Dans
ces deux cas la goutte repose quasiment sur un film d’air. Lorsque l’on incline le substrat jusqu’au
roulement rapide de la goutte on assiste a` des de´formations de la goutte particulie`rement surprenantes
que le substrat soit super hydrophobe [92], ou la goutte recouverte de poudre [1, 92]. Dans ce dernier
cas, on peut meˆme observer que la goutte prend les formes pre´dites par Poincare´ pour les corps ce´lestes
en rotation.
Nous avons rapporte´ en Fig. XII.1 quelques unes des images de ces diverses publications pour
donner au lecteur une ide´e plus pre´cise de ce que nous e´voquons.
XII.1.2 Gouttes dans un ressaut hydraulique : e´tat de l’art
Nous proposons ici un dispositif original pour l’e´tude de la dynamique de gouttes en non coales-
cence : le ressaut circulaire hydraulique. Ici, ce qui maintient un film d’air entre la goutte et le bain
est le bain lui-meˆme. La goutte est place´e dans le zone interne du ressaut et plaque´e contre le “mur
liquide”; la vitesse du liquide sous la goutte est, comme on l’a vu pre´ce´demment, de l’ordre de 0,3 m/s.
Cette vitesse est suffisante pour renouveler en permanence le film d’air via un entraˆınement visqueux
et ainsi se´parer la goutte du bain pendant plusieurs minutes.
XII.1.2.1 Les travaux pre´curseurs
Le premier groupe a` avoir relate´ ce phe´nome`ne de non coalescence est le groupe de Sreenivas et
al. [107]. Dans leur article, le ressaut hydraulique est obtenu en faisant impacter un jet sur un disque
de verre horizontal (la distance entre l’injecteur et le jet est typiquement de 7 cm). Le liquide utilise´
dans ce cas est de l’eau. Les de´bits utilise´s sont de l’ordre de 10 cm3/s, le ressaut a donc un rayon
d’environ 1,5 cm.
Sreenivas et al. de´posent alors des gouttes de diffe´rents liquides au bord du ressaut (eau, me´lange
eau glyce´rol, eau savonneuse et huile de moteur) et observent un e´tat de non coalescence pour ces
gouttes (voir Fig. XII.2). Des essais sont aussi re´alise´s avec de l’ethanol mais la tre`s forte miscibilite´
et l’e´vaporation de l’ethanol empeˆche de constater un e´tat de non coalescence pour ce liquide. Les
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Figure XII.1 – (a) De´collage d’une goutte d’eau par effet Leidenfrost. Photographie tire´e de
[17]. (b) Rebond d’une goutte sur un film de savon en vibration. Photographie tire´e de [47]. (c)
Goutte marcheuse et son onde : un exemple macroscopique de dualite´ onde corpuscule. Photogra-
phie tire´e de [24]. (d) Goutte rebondissante en surface d’un bain visqueux vibre´. Les harmoniques
propres de la goutte vont engendrer un de´placement. Photographie tire´e de [48]. (e) Gouttes de´va-
lant un substrat superhydrophobe incline´. Les diffe´rentes formes de goutte de´pendent de la taille
de la goutte et de l’inclinaison du substrat. Photographie tire´e de [92]. (f) Gouttes de glycerol
enrobe´es de poudre hydrophobe sur un plan incline´. Les gouttes se de´stabilisent a` grande vitesse
sous l’effet de la force centrifuge. Photographie tire´e de [1].
gouttes sont de´pose´es a` l’aide d’une seringue et leur volume se situe entre 0,03 et 1 mL. Les gouttes
mesurent donc entre deux et une dizaine de millime`tres de rayon. On est donc de l’ordre, voire bien
au dela`, de la longueur capillaire et les gouttes observe´es ressemblent davantage a` des flaques qu’a` des
gouttes. La dure´e de vie des gouttes observe´e par Sreenivas et al. est au maximum de l’ordre de cinq
minutes.
Un rapide calcul e´quilibrant la pression de sustentation ge´ne´re´e par la lubrification et la masse
de la goutte permet d’estimer la hauteur dA du film d’air se´parant la goutte du bain. En utilisant la
re´fe´rence [16] pour les coefficients nume´riques on arrive a` dA ≈ 14 µm.
En outre les auteurs observent une rotation interne dans la goutte et se proposent d’en estimer
la vitesse. On e´quilibre le taux de travail effectue´ par la goutte W et le taux de dissipation dans la
goutte liquide τ : W ∼ ηaUD US−UDdA D2,τ ∼ ηd U2DH2D3, (XII.1)
ou` ηa et ηd sont respectivement les viscosite´s dynamiques de l’air et de la goutte, US et UD les vitesses
a` la surface du liquide et a` la surface de la goutte et D et H le diame`tre et la hauteur de la goutte.
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(b)
0.02 ml 0.10 ml 0.20 ml 0.86 ml
(c)
Figure 2. Drop shapes for three liquids: (a) water, (b) soap solution and (c) engine oil for a range
of drop sizes. The flow rate is about 8 cm3 s 1 and the jump radius is about 1.8 cm. Side and a view
inclined at about 35  to the vertical are shown for the water drops and only the inclined views for
drops of the other two liquids. Small water and oil drops dominated by surface tension (low Bo
and We) are nearly spherical. The larger drops of the three liquids are flattened by gravity (high
Bo) (this is evident from the side views of water drops). Water drops larger than 0.12ml and all the
soap solution drops shown elongate due to motion induced (high We) within them. Little motion
is induced in the oil drops (We⌧ 1) and they do not elongate; in the large oil drop contraction in
the longitudinal direction is because of the opposing shear and pressure forces. Scale indicated is
same for all the pictures.
the coordinate system is shown in figure 3. Z is the vertical distance from the glass
surface, X is the distance along the flow in the central plane of the liquid drop and Y
is measured perpendicular to the plane of the figure; ha(X, Y ) is the thickness of the
air film between the liquid drop and the water surface and hw(X, Y ) is the thickness
of water layer on the glass surface. The motion in the film and the motion in the
liquid drop drags air into the gap between the water surface and the liquid drop.
A reduction in ha in the air-flow direction results in a pressure build-up according
to bearing theory. A qualitative picture showing the pressure variation in the air
gap is given in figure 4. This pressure supports the drop. The same pressure acts on
and has to be supported by the water film surface. To solve the problem we would
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Figure 2. Drop shapes for three liquids: (a) water, (b) soap solution and (c) engine oil for a range
of drop sizes. The flow rate is about 8 cm3 s 1 and the jump radius is about 1.8 cm. Side and a view
inclined at about 35  to the vertical are shown for the water drops and only the inclined views for
drops of the other two liquids. Small water and oil drops dominated by surface tension (low Bo
and We) are nearly spherical. The larger drops of the three liquids are flattened by gravity (high
Bo) (this is evident from the side views of water drops). Water drops larger than 0.12ml and all the
soap solution drops shown elongate due to motion induced (high We) within them. Little motion
is induced in the oil drops (We⌧ 1) and they do not elongate; in the large oil drop contraction in
the longitudinal direction is because of the opposing shear and pressure forces. Scale indicated is
same for all the pictures.
the coordinate system is shown in figure 3. Z is the vertical distance from the glass
surface, X is the distance along the flow in the central plane of the liquid drop and Y
is measured perpendicular to the plane of the figure; ha(X, Y ) is the thickness of the
air film between the liquid drop and the water surface and hw(X, Y ) is the thickness
of water layer on the glass surface. The motion in the film and the motion in the
liquid drop drags air into the gap between the water surface and the liquid drop.
A reduction in ha in the air-flow direction results in a pressure build-up according
to bearing theory. A qualitative picture showing the pressure variation in the air
gap is given in figure 4. This pressure supports the drop. The same pressure acts on
and has to be supported by the water film surface. To solve the problem we would
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Figure 2. Drop shapes for three liquids: (a) water, (b) soap solution and (c) engine oil for a range
of drop sizes. The flow rate is about 8 cm3 s 1 and the jump radius is about 1.8 cm. Side and a view
inclined at about 35  to the vertical are shown for the water drops and only the inclined views for
drops of the ther two liquids. Small water and oil drops d minated by surface tension (low Bo
and We) are nearly spherical. The larger drops of the three liq ids are flattened by gravity (high
Bo) (this is evident from t e side views of water drops). Water drops larger than 0.12ml and all the
soa s lution drops shown elongate due to motion induced (high We) within them. Little motion
is induced in the oil drops (We⌧ 1) and they do not elongate; in the large oil drop contraction in
the longitudinal direction is because of the opposing shear an pressure forces. Scale indic ted is
same f r all the pictures.
the coordinate system is shown in figure 3. Z is the vertical distance from the glass
surface, X is the distance along the flow in the central plane of the liquid drop and Y
is measured perpendicular to the plane of the figure; ha(X, Y ) is the thickness of the
air film between the liquid drop and the water surface and hw(X, Y ) is the thickness
of water layer on the glass surface. The motion in the film and the motion in the
liquid drop drags air into the gap between the water surface and the liquid drop.
A reduction in ha in the air-flow direction results in a pressure build-up according
to bearing theory. A qualitative picture showing the pressure variation in the air
gap is given in figure 4. This pressure supports the drop. The same pressure acts on
and has to be supported by the water film surface. To solve the problem we would
Figure XII.2 – Formes des gouttes de´pose´es dans un ressaut d’eau circulaire pour trois l quides :
(a) eau, (b) eau savonneuse et (c) huile de moteur et pour une gamme de volume de 0,02 a` 0,86
mL. Le de´bit est de l’ord e de 8 cm3/s et le ay n du r ssaut de l’ord de 1,8 cm. Dans les petites
gouttes la tension de surface domine par rapport a` la gravite´ : elles ont donc une forme quasi
sphe´rique. Pour les gouttes les plus grosses la gravite´ domine, le goutte s’assimilent davantage
a` des flaques.
Egaliser les deux termes nous conduit a`
UD ≈ US
1 +K
, (XII.2)
avec K = dAηd/(Hηa). Ce calcul aboutit a` une vitesse d’environ 7,5 mm/s pour une goutte d’1 mL
d’huile tandis que la valeur expe´rimental mesure´e st d 6 mm/s. L’accord semble onc tout a` fait
correct. Nous testerons plus loin cette loi d manie`re syste´matique. 1
XII.1.2.2 Le cas du ressaut faiblement incline´
C’est dans l’article [86] issu de notre e´quipe, en collaboration avec Christophe Pirat, que l’on
retrouve la premie`re e´vocation d’un mouvement de la goutte dans le ressaut. Toutefois, ce travail
conside`re un autre cadre que le noˆtre : le ressaut hydraulique n’est plus tout a` fait circulaire et plus
tout a` fait horizontal... Il est, en effet, le´ge`rement incline´ d’un angle α =1° ±0, 1°. Mis a` part cette
diffe´rence le dispositif est extreˆmement proche de celui de´crit dans la section suivante : un jet d’huile
silicone de 20 cS projete´ depuis un injecteur de 4 mm de diame`tre interne impacte radialement un
1. E´tonnamment le papier ne fait re´fe´rence a` aucune sorte de mouvement de la goutte a` l’inte´rieur du ressaut. La
dynamique de la goutte n’y est meˆme pas e´voque´e. La taille des gouttes utilise´es est probablement la cause de cette
absence. En effet, les gouttes sont toutes de taille tre`s importante et les plus grosses “montent” meˆme sur le ressaut.
Dans notre dispositif expe´rimental, nous obtenons des mouvements de la goutte pour diffe´rents rayons de la goutte mais
nous nous trouvons plutoˆt dans le cas de gouttes dont le rayon est de l’ordre de grandeur de la longueur capillaire. Une
autre diffe´rence importante est que nous utilisons pour le bain une huile silicone de 20 cS donc un liquide beaucoup
plus visqueux... La vitesse au niveau de l’impact peut ainsi eˆtre tre`s diffe´rente et donc la dynamique de la goutte pose´e
dessus aussi.
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disque de verre de 30 cm de diame`tre situe´ 3 cm en dessous.
Dans cette expe´rience on fait attention a` controˆler la taille des gouttes que l’on de´pose : elles ont
une taille proche de la longueur capillaire. De telles gouttes, place´es dans ce ressaut le´ge`rement incline´
vont se mettre a` osciller pe´riodiquement autour de la position la plus basse comme on peut le voir sur
la Fig. XII.3.
Gyroscopic Instability of a Drop Trapped Inside an Inclined Circular Hydraulic Jump
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A drop of moderate size deposited inside a circular hydraulic jump remains trapped at the shock front
and does not coalesce with the liquid flowing across the jump. For a small inclination of the plate on which
the liquid is impacting, the drop does not always stay at the lowest position and oscillates around it with a
sometimes large amplitude, and a frequency that slightly decreases with flow rate. We suggest that this
striking behavior is linked to a gyroscopic instability in which the drop tries to keep constant its angular
momentum while sliding along the jump.
DOI: 10.1103/PhysRevLett.105.084503 PACS numbers: 47.55.Ca, 45.40.Cc, 47.55.D!
There is presently growing interest in the dynamics of
levitating liquids such as in the Leidenfrost effect [1], or in
the situation of delayed coalescence between liquids [2–6].
These conditions arise when a very thin layer of air or
vapor remains trapped at the interface, thus preventing the
liquid from spreading on a solid, or from coalescing with a
free surface of the same liquid. These unusual situations of
nonwetting give rise to surprising liquid dynamics, of great
fundamental interest. One can refer, for instance, to
Poincare´’s figures of equilibrium observed by Aussillous
and Que´re´ for drops coated with hydrophobic grains rolling
down a solid substrate [7], or to the striking particle-wave
duality evidenced by Couder et al., on drops walking on a
vibrated liquid [3–5].
In the present Letter we consider a different system. A
drop deposited inside a circular hydraulic jump [8–10] is
pushed by the flow against the jump and remains trapped if
its size is not too large [6]. Owing to the liquid motion
inside the jump and inside the drop, a thin layer of air
trapped in between prevents coalescence when the two
liquids are the same. We show that this situation also leads
to a striking dynamical behavior of the drop, that tends to
rotate around the jump. In the special case (considered
here) of a slightly inclined jump, with respect to horizontal,
the drop does not stay static at the lowest equilibrium point
but rather oscillates in a self-sustained way around this
position, the oscillation reaching very high amplitudes
(nearly 180") without loosing harmonicity. A model de-
scribing this behavior is proposed, based on a gyroscopic
instability: the drop both slides and rotates above the liquid
surface, exchanging friction with it against the air film,
while trying to keep constant its large angular momentum.
Although the connections with this kind of problem are not
obvious, this instability is reminiscent of others encoun-
tered by rotating systems when a slight amount of dissipa-
tion is added to a situation in apparent equilibrium [11].
A picture of the experiment is reproduced in Fig. 1. A jet
of silicone oil (viscosity 20 cS) issued from a vertical tube
of diameter 4 mm, hits the surface of a plate placed 3 cm
below the outlet. The plate inclination ! is fixed to 1:0#
0:1". For this low inclination, the hydraulic jump is ob-
served to be of type I (i.e., unidirectional surface flow), and
to remain nearly circular, in a way comparable to what
occurs for jumps obtained for slightly oblique jets [12].
The radius of the jump increases with flow rate [Fig. 2(a)]
and follows a law similar to those reported in earlier works
for a horizontal plate [6,8,9]. Millimeter sized drops of the
same fluid as the bath are deposited dir ctly inside the
jump. As reported in [6], small enough droplets do not
cross the jump and remain trapped at its contact [Fig. 1],
without coalescing with the flowing liquid. Qualit tiv
tests were performed with different silicone oils to inves-
tigate the influence of viscosity. For high enough viscos-
FIG. 1. Nearly circular hydraulic jump formed by a vertical
liquid jet of silicone oil impacting a slightly inclined plate. In the
appropriate range of parameters, a drop levitating above the
jump does not stay stationary at the lowest position (arrow). It
enters an oscillatory motion around this position along the jump
perimeter, shown here by superimposing successive frames.
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Figure XII.3 – Chronophotographie d’une goutte en non coalescence contre un ressaut hy-
dr ulique le´ge`rement incline´. La goutte et le bain sont du meˆme liquide c’est-a`-dire de l’huile
silicone 20 cS. La goutte ne reste p s stationn ire au point de plus basse altitude (signale´ par
une fle`che) mais se met en mouvement spontane´ment sous l’action d’une instabilite´ gyrosco-
pique. La goutte oscille pe´riodiquement dans le ressaut comme cela est visible sur l’image ou` les
positions successive de la goutte sont superpose´es. Photographie tire´e de [86].
Dans cet article, Pirat et al. proposent un mode`le, qui fut de´veloppe´ par Antoine Fruleux, lors d’un
stage au laboratoire MSC, puis par Cle´ment Savaro et moi-meˆme ensuite, pour de´crire le me´canisme
de rotation qui a lieu dans cette expe´rience. Nous allons le de´velopper ici car nous le reprendrons plus
tard dans le cas “plus simple” d’une goutte dans un ressaut horizontal.
Pour simplifier le proble`me, la goutte (de rayon a) est mode´lise´e par une sphe`re rigide et le ressaut
(de rayon RJ) par une“gouttie`re” rigide et verticale. On suppose deux points de contact entre la goutte
et le liquide : l’un sous la goutte note´ A et l’autre contre la paroi du ressaut note´ B. La vitesse sous
la goutte est note´e UA et la vitesse de la paroi est note´e UB . Les principales notations sont pre´sente´es
en Fig. XII.4 (a).
L’ide´e est simple : entraˆıne´e par le mouvement radial du liquide, la goutte acquiert une rotation
propre, dont le moment cine´tique associe´ est paralle`le au front. Si maintenant une perturbation de´place
late´ralement la goutte, celle-ci tentera de conserver son moment cine´tique qui, de fait, va acque´rir une
composante radiale, susceptible d’engendrer un couple moteur par friction sur le bain, amplifiant la
perturbation initiale. Il en re´sulte alors un mouvement orbital entretenu (voir Fig. XII.4 (b)). 2
Ce mode`le peut eˆtre formule´ plus rigoureusement en e´crivant les e´quations re´gissant le mouvement
d’une sphe`re de rayon a de´crivant la goutte. La goutte ne pouvant bouger selon r ou` selon z un angle
θ suffit a` repe´rer sa position dans le ressaut. On cherche donc a` obtenir une loi horaire pour θ.
On suppose que les forces e´change´es au niveau des points de contact A et B sont de type friction
visqueuse a` travers un film d’air cisaille´ :
−→
FA = ηa(SA/dA)(
−→
U A −−→Ω ×−→GA) et −→FB = ηa(SB/dB)(−→U B −−→Ω ×−−→GB), (XII.3)
2. Bien entendu ce me´canisme, analogue a` un effet gyroscopique, reste valable dans le cas horizontal.
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(a)
2a
L
dB
dA
Oz
B
UA
UB
A
−Ωθ
S
(b)
−Ωθ
α
θ
Q
Ωr
Figure XII.4 – (a) Sche´ma de la goutte dans le ressaut hydraulique. L’axe central du jet de
liquide est repre´sente´ par Oz. La goutte de rayon a, repe´re´e par sa position orbitale L = RJ−a est
en contact en deux points avec le ressaut hydraulique : A et B. Les vitesses du liquide du ressaut
en ces points sont note´es UA et UB et les e´paisseurs d’air se´parant la goutte du bain en ces points
dA et dB. On conside`re que la surface de contact correspond a` pia
2. (b) Principe de l’instabilite´
vu en 3 dimensions. Lorsque l’on e´carte le´ge`rement la goutte de sa position d’e´quilibre elle tend a`
conserver son moment angulaire constant. Cela a pour effet de de´velopper une composante radiale
du vecteur vitesse de rotation instantane´e de la goutte ce qui tend a` amplifier le de´placement de
la goutte.
ou` ηa est la viscosite´ de l’air, les quantite´s SA, SB , dA, dB ,
−→
U A,
−→
U B de´signent les surfaces de contact,
les e´paisseurs locales des films d’air, et les vitesses du bain aux points A et B. G est le centre de masse
de la goutte et
−→
Ω de´signe le vecteur vitesse de rotation instantane´e de la goutte autour de G dans le
re´fe´rentiel du laboratoire.
Le the´ore`me du moment cine´tique applique´ au centre de masse de la goutte conduit aux e´quations :
dΩr
dt +
1
τA
(
Ωr +
L
aω
)
= ωΩθ,
dΩθ
dt +
(
1
τA
+ 1τB
)
Ωθ = −ωΩr − 1a
(
UA
τA
+ UBτB
)
,
dΩz
dt +
1
τB
(
Ωz +
L
aω
)
= 0,
(XII.4)
avec ω = dθdt la vitesse orbitale, L = RJ − a le rayon de l’orbite suivie par la goutte, et les deux temps
caracte´ristiques τA =
8
15pia
3 ρl
ηa
dA
SA
et τB =
8
15pia
3 ρl
ηa
dB
SB
ou` ρl de´signe la masse volumique du liquide de
la goutte. La goutte ne bougeant que selon θ le principe fondamental de la dynamique peut fournir
une e´quation supple´mentaire :
dω
dt
+
2
5
(
1
τA
+
1
τB
)
ω +
( g
L
sinα
)
sinθ = −2
5
a
L
(
Ωr
τA
+
Ωz
τB
)
(XII.5)
On obtient ainsi un syste`me de quatre e´quations a` quatre inconnues (les trois composantes de
−→
Ω et
ω).
Toutefois parmi les parame`tres en jeux τA et τB ne peuvent eˆtre simplement calcule´s. Pirat et al.
proposent donc une se´rie d’approximations pour e´valuer leur valeur moyennant diffe´rentes approxi-
mations sur les surfaces de contact SA et SB et les distances dA et dB (voir Fig. XII.4).
La premie`re est de conside´rer que les deux surfaces de contact mises en jeu sont de l’ordre de la
surface de la goutte c’est-a`-dire que SA ∼ SB ∼ pia2.
Il faut en outre de´terminer les valeurs de dA et dB . Les auteurs se proposent donc de fournir une
estimation en loi d’e´chelle pour de´terminer ces valeurs.
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Pour dA : si UA de´signe la vitesse de surface du liquide sous la goutte alors le film d’air s’e´coule lui
aussi avec une vitesse typique de l’ordre de UA sur son e´paisseur dA, de´veloppant ainsi un gradient de
pression de l’ordre de ηaUA/d
2
A et donc une pression de ηaaUA/d
2
A. Cette pression fournit une force
permettant la le´vitation d’ordre ηaa
3UA/d
2
A qui s’e´quilibre alors avec le poids de la goutte et fournit
l’estimation :
dA ∼
(
ηaUA
ρg
)1/2
. (XII.6)
On estime ainsi dA de l’ordre de 18 µm. Pour ce faire on utilise l’hypothe`se que la vitesse de surface
du liquide est de 16 cm/s 3.
Pour estimer dB on suit une de´marche analogue on obtient ainsi une force se´parant la goutte du
ressaut de l’ordre de ηaa
3UB/d
2
B . Dans ce cas la` il n’est pas question de l’e´quilibrer avec la gravite´
mais avec la friction : FA = ηa(SA/dA)(UA − aΩθ). L’expression de FA est assez inutilisable puisque
Ωθ varie et que c’est un des parame`tres du proble`me. Les auteurs font donc le choix de ne´gliger le
terme en aΩθ. On obtient alors une expression pour dB :
dB ∼
(
dAaUB
UA
)1/2
. (XII.7)
Les auteurs estiment alors que UB est de l’ordre de 1/10 de UA. On obtient ainsi une valeur pour
dB de l’ordre de 43 µm (avec dA ≈ 18 µm). Cela nous permet ensuite de calculer les valeurs de τA et
τB . Ainsi on estime τA a` environ 0,63 s et τB a` environ 1,7 s.
Connaissant tous les parame`tres on peut inte´grer nume´riquement les e´quations (XII.4) et (XII.5).
Le re´sultat de cette inte´gration est pre´sente´ en Fig. XII.5 (de (a) a` (d) on voit le re´sultat des inte´grations
pour les parame`tres calcule´s pre´ce´demment et la figure (e) compare les pe´riodes d’oscillations mesure´es
expe´rimentalement avec celles attendues par le mode`le).
Comme on le voit, le mode`le propose´ par les auteurs semble tre`s bien de´crire les oscillations d’une
goutte dans un ressaut hydraulique. On constate en particulier un assez bon accord entre la pe´riode
d’oscillation attendue et la pe´riode d’oscillation observe´e. On peut faire le meˆme constat pour ce qui
est de l’amplitude de ces oscillations...
Les e´paisseurs de film d’air jouent un roˆle extreˆmement important, il convient donc d’approfondir
davantage cette question.
XII.1.2.3 Epaisseur des films d’air
Quelques e´le´ments de re´ponse peuvent eˆtre trouve´s dans une re´cente publication de Lhuissier et al.
[74]. Dans cette publication les auteurs s’inte´ressent a` un autre dispositif expe´rimental : des gouttes
d’huile silicone (50 cS) en le´vitation dans un tambour tournant sur lequel est place´ une mince couche
de liquide. Ce dispositif permet de modifier facilement la vitesse du film liquide et se trouve eˆtre assez
analogue a` la situation des gouttes dans un ressaut. On s’attend en particulier a` ce que le film d’air
se comporte de meˆme manie`re dans les deux expe´riences.
L’un des principaux re´sultats de cet article est l’obtention de deux lois d’e´chelle pour ce film d’air.
Dans le cas des petites gouttes on obtient :
dA ∼ Ca4/5(lcκb)4/5κ−1b (XII.8)
3. Cette vitesse est plutoˆt a` interpre´ter comme e´tant la vitesse de surface du bain “vue par la goutte” (la vitesse
du bain est, elle, de l’ordre de 30 cm/s comme on l’a vu dans la Partie I). Elle est estime´e en observant la vitesse de
rotation typique de la goutte.
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The relative discrepancy could be attributed to an addi-
tional restoring force and/or a lessening of friction not
included in the analysis:
(i) The loss in mechanical energy linked to viscous
dissipation inside the drop has been neglected.
(ii) The model ignores the interactions of the drop with
the jump itself. The presence of the drop should affect the
jump structure, with respect to both velocity field and
capillary effects [9], which could in turn modify the drop
dynamics.
(iii) The jump inclination implies an extra draining
superimposed on the classical radial flow. This should
give rise to a tangential component of the flow along the
jump, which will exert an extra restoring force on the drop
with the same symmetries as the tangential gravity force
considered here (i.e., proportional to sin! sin"), and thus
certainly modify the time period. Moreover, the inclination
of the plate for a vertical impinging jet implies an inclina-
tion of the jet with respect of the plate itself, which is
known to affect the jump structure [12].
Nontrivial oscillatory dynamics of a single drop trapped
inside a circular hydraulic jump have been considered, in
the case of a jump developing on a slightly inclined plate.
A model has been proposed, based on the idea that the drop
is rapidly rotating while exchanging friction with the liquid
of the jump, which can lead to a gyroscopic instability.
This interpretation provides quantitative agreements, both
for frequency and amplitude selections. The problem of the
inclined circular jump itself must be investigated, owing to
its probable influence on the drop dynamics. Further stud-
ies on this fascinating phenomenon are under way.
The authors thank T. Bohr for helpful discussions,
R. Bouchekioua for complementary measurements on
pulsed jumps, not reported here, and M. Receveur for
technical assistance.
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FIG. 4 (color online). Typical solutions of Eqs. (5) and (6)
numerically integrated with #a ¼ 0:63 s, #b ¼ 1:70 s, r=R ¼
0:25, Ua=r ¼ 123 s"1, and !2r0 ¼ ðg=RÞ sin" ¼ 36:9 s"2;
(a) oscillatory motion !ðtÞ obtained at long time scales, (b)–
(d) related oscillations of the angular velocities!rðtÞ,!!ðtÞ, and
!zðtÞ. (e) Time period of the drop oscillations versus flow rate.
Inset: amplitude versus flow rate. Lines show theoretical pre-
dictions integrating Eqs. (5) and (6). Straight line " ¼ 1:1%,
dashed line " ¼ 1:0%.
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(i) The loss in mechanical energy linked to viscous
dissipation inside the drop has been neglected.
(ii) The model ignores the interactions of the drop with
the jump itself. The presence of the drop should affect the
jump structure, with respect to both velocity field and
capillary effects [9], which could in turn modify the drop
dynamics.
(iii) The jump inclination implies an extra draining
superimposed on the classical radial flow. This should
give rise to a tangential component of the flow along the
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considered here (i.e., proportional to sin! sin"), and thus
certainly modify the time period. Moreover, the inclination
of the plate for a vertical impinging jet implies an inclina-
tion of the jet with respect of the plate itself, which is
known to affect the jump structure [12].
Nontrivial oscillatory dynamics of a single drop trapped
inside a circular hydraulic jump have been considered, in
the case of a jump developing on a slightly inclined plate.
A model has been proposed, based on the idea that the drop
is rapidly rotating while exchanging friction with the liquid
of the jump, which can lead to a gyroscopic instability.
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!zðtÞ. (e) Time period of the drop oscillations versus flow rate.
Inset: amplitude versus flow rate. Lines show theoretical pre-
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Figure XII.5 – Solutions typiques des e´quations (XII.4) et (XII.5) inte´gre´es nume´riquement
avec τA = 0, 63 s, τB = 1, 70 s, a/(RJ − a) = 0, 25, UA/ = 123 s−1 et g/(RJ − a)sinα = 36, 9
s−2. (a) Mouvement d’oscillation de la goutte θ(t) obtenu sur une grande e´chelle de temps
de calcul. (b)-(d) Oscillations relatives a` θ(t) des vitesses angulaires Ωr(t), Ωθ(t) et Ωz(t). (e)
Pe´riode des oscillations de la goutte en fonction du de´bit Q. Insert : Amplitude de ces oscillations
en fonction du de´bit. Les droites de couleur repre´sentent la the´orie sous forme d’inte´gration des
e´quations (XII.4) et (XII.5). La ligne en pointille´s bleus correspond au cas α = 1° et la ligne
continue rouge a` α = 1, 1°. Comme on peut le voir sur ces courbes l’accord entre the´orie et
expe´rience est tout a` fait satisfaisant. Pour plus d’informations se reporter a` [86].
et pour les grosses gouttes :
dA ∼ Ca2/3κ−1b , (XII.9)
ou` Ca est le nombre capillaire construit avec la viscosite´ du film d’air (i.e. Ca = ηaUA/γ avec γ la
tension de surface du liquide), lc la longueur capillaire (lc =
√
γ/(ρlg)) et κb la courbure en dessous
de la goutte.
L’article d Lhuissier et al. propose en outre des mesures directes de l’e´paisseur du film d’air via
une me´thode par interfe´rome´trie couleur. Il obtient ainsi pour des diame`tres de gouttes directement
comparables a` celles de Pirat et al. ou a` celles que nous utiliserons dans notre dispositif (entre 0,55 et
1,5 mm de rayon) une e´paisseur de film d’air situe´e entre 4 et 5 µm pour une vitesse de surface UA de
l’ordre de 1,5 m/s. Il y a donc un facteur 5 entre la vitesse typique utilise´e dans cette situation et les
vitesses typiques observe´es pour le ressaut au voisinage du choc. Le nombre capillaire Ca sera donc
cinq fois moins e´leve´ dans le cas du ressaut. Si l’on utilise les lois d’e´chelle XII.8 et XII.9 et que l’on
conside`re que la courbure du bas de la goutte est sensiblement e´gale dans le cas du ressaut et dans le
cas e´tudie´ pre´ce´demment on obtient alors
dA ∼ 1µm. (XII.10)
Il y a donc un tre`s fort e´cart entre les e´paisseurs typiques estime´es par Sreenivas et al. puis Christophe
Pirat et al. et l’e´paisseur qui semble la plus probable dans notre cas aux vues des re´sultats de Lhuissier
et al. . On conside´rera donc a` partir de maintenant que dA vaut environ 1 µm. Cela nous permettra,
entre autres, d’expliquer la grande fragilite´ du film d’air sous la goutte dans notre expe´rience.
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Si on a dA = 1 µm on obtient alors τA valant environ 0,03 s et si maintenant on suppose que
l’e´quation XII.7 reste valable (ce qui est pour le moins discutable) τB vaut 0,3 s (avec dB ∼ 10 µm).
XII.2 Dispositif expe´rimental
XII.2.1 Montage
Le dispositif expe´rimental que nous avons utilise´ pour cette e´tude des gouttes dans un ressaut
repose bien e´videmment sur l’obtention d’un ressaut hydraulique le plus stable et le plus controˆle´ pos-
sible. L’ide´e est d’observer une goutte en le´vitation dans un ressaut dans une situation parfaitement
horizontale. On s’appuie donc bien e´videmment sur le montage de´crit pre´ce´demment dans le chapitre
I (voir section III.1 et particulie`rement la Fig. III.1) que nous avons adapte´ et ame´liore´. Rappelons
qu’il s’agit grosso modo d’une buse alimente´e par un bac a` niveau constant injectant de l’huile per-
pendiculairement au centre d’un disque de verre horizontal. Ce dispositif est de´crit dans la Fig. XII.6.
Pour eˆtre plus pre´cis notons que la buse a un diame`tre inte´rieur de φ = 3, 2 mm, que la distance
entre l’injecteur et la plaque est de Z = 4 cm (le jet n’est ainsi pas de´stabilise´ par l’instabilite´ de
Rayleigh-Plateau toutefois avec une telle distance il s’affine en raison de la gravite´ et de la tension de
surface ; nous reviendrons sur ce point plus loin dans le manuscrit) et que le disque de verre pre´sente
un rayon R∞ de 15 cm. Aux vues de la gamme de de´bits ou` les phe´nome`nes e´tudie´s sont visibles, nous
avons fait le choix de remplacer le de´bitme`tre nume´rique pre´ce´dent par un de´bitme`tre de la meˆme
marque mais correspondant a` une gamme plus proche de la noˆtre : le McMillan S-111-8. Comme dans
le cas pre´ce´dent il est calibre´ par des mesures de pese´es.
XII.2.2 Stabilite´ du dispositif
L’observation expe´rimentale d’une goutte dans un ressaut est toutefois assez diffe´rente de celle du
ressaut hydraulique en lui-meˆme. La goutte e´tant en le´vitation sur un film d’air microme´trique, il
est ne´cessaire de travailler davantage sur la stabilite´ du dispositif et la proprete´ de l’huile. Cela est
particulie`rement vrai puisque nous nous inte´ressons a` la dynamique de la goutte. Plusieurs niveaux
de stabilite´ sont donc a` prendre en compte.
XII.2.2.1 Stabilite´ de l’injection de liquide
Bien que les pompes a` engrenages que nous utilisons soient conc¸ues pour de´livrer un de´bit non pulse´,
il subsiste tout de meˆme le risque d’avoir un le´ger bruit me´canique (bien que non perceptible a` l’aide de
nos instruments de mesures usuels) que ce soit a` cause de l’aˆge de la pompe (les engrenages e´tant des
pie`ces d’usure) ou de toute autre raison. Nous avons donc fait le choix d’utiliser exclusivement un bac
a` niveau constant (alimente´ lui-meˆme par une pompe a` engrenages pose´e sur un support diffe´rent du
reste de l’expe´rience afin d’e´viter la transmission des vibrations me´caniques de la pompe). Le liquide
e´tant uniquement muˆ par la gravite´, une vanne permet d’imposer le de´bit. On s’attend donc a` un
de´bit parfaitement controˆle´. Le bac a` niveau constant permet aussi d’e´viter que des bulles ne viennent
perturber l’e´coulement, la pompe entraˆınant parfois quelques bulles d’air. Toutefois l’utilisation d’un
bac a` niveau constant pre´sente le de´savantage majeur de diminuer drastiquement la gamme de de´bits
accessibles.
La circulation de liquide dans toute la tuyauterie s’effectue en re´gime visqueux et suit donc une loi
de Poiseuille : la perte de charge a` vaincre est proportionnelle a` la viscosite´, au de´bit, a` la longueur
des tuyaux et a` la puissance quatrie`me de leur diame`tre. Il a donc fallu, pour obtenir la plus grande
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Figure XII.6 – Sche´ma explicatif du dispositif expe´rimental utilise´. Le dispositif expe´rimental
se de´crit ainsi d’amont en aval : une pompe a` engrenage (2) aspire le liquide dans le bidon
de stockage (1). La pompe (2) alimente un bac a` niveau constant (3) dont le de´bit est re´gle´
ensuite a` l’aide d’une vanne (4). Le liquide passe au travers d’un de´bitme`tre nume´rique (5)
puis s’e´coule ensuite dans une buse (6) de diame`tre 3,2 mm. Le jet impacte un disque de verre
horizontal (7) pour former un ressaut hydraulique. Le liquide s’e´coule radialement sur la plaque
puis s’e´coule dans les gouttie`res de re´cupe´ration (9) qui alimente ensuite le bidon de stockage
(1). La zone d’impact est prote´ge´e des courants d’air par le dispositif (8), c’est-a`-dire un mur
exte´rieur surmonte´ de plaques de Plexiglas qui permettent de fermer le dispositif.
gamme de de´bits possible, ajuster au mieux le circuit, utiliser les tuyaux les plus larges possibles et
diminuer autant que possible les longueurs de ces tuyaux tout en essayant d’e´viter de multiplier les
raccords de plomberie, ce qui aurait constitue´ une source possible de cre´ation de bulles d’air dans le
circuit.
XII.2.2.2 Stabilite´ vis-a`-vis des bruits parasites exte´rieurs
Au cours de nos expe´riences nous avons pu relever deux sources de bruits “parasites” : les courants
d’air (un le´ger souﬄe d’air peut modifier le comportement de la goutte dans le ressaut) et les vibrations.
Nous avons donc mis en place un mur de protection autour du disque de verre qui peut eˆtre
recouvert quasi entie`rement par un couvercle en Plexiglas afin de nous pre´munir des coups de vent
importuns.
Nous avons aussi fait l’acquisition d’une table optique anti-vibratoire. Le syste`me anti-vibratoire
passif (c’est-a`-dire que la table repose sur des coussins d’air et est conc¸ue avec une structure interne
en nids d’abeilles) nous permet ainsi de ne plus ressentir les vibrations exte´rieures par exemple lorsque
l’expe´rimentateur marche autour du dispositif.
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XII.2.2.3 Horizontalite´
Cette table optique permet en outre de fournir une re´fe´rence stable au re´glage de l’horizontalite´.
Pour ajuster au mieux cette dernie`re on dispose de deux e´le´ments microcontroˆles qui permettent de
fixer les deux degre´s de liberte´ en rotation de la plaque.
Ce parame`tre est crucial, en effet, le degre´ d’horizontalite´ ne´cessaire pour nos mesures est tre`s
e´leve´ : un de´faut peut perturber la loi horaire de la goutte, voire empeˆcher sa mise en mouvement.
Les niveaux a` bulle les plus pre´cis ne suffisent pas a` re´gler ce parame`tre et l’on ne peut pas se
servir des colonnes liquides en raison de l’utilisation de gouttie`res. Nous utilisons donc les gouttes
elles-meˆmes : si l’on de´pose les gouttes a` plusieurs endroits du ressaut et que l’on ne de´tecte pas de
position pre´fe´rentielle on estime que le dispositif est parfaitement horizontal.
XII.2.2.4 Stabilite´ de l’huile
Durant toutes ces expe´riences nous utilisons de l’huile de Silicone 20 cS de marque CRC (voir
III.2.1). La viscosite´ cine´matique de cette huile est donc de 20, 4± 0, 6 cS, sa densite´ 950 kg/m3 et sa
tension de surface 20,6 mN/m.
On a vu dans la partie concernant les huiles silicones (voir III.2.1) que ces huiles ne vieillissaient pas
et ne se polluaient pas. Pourtant on a pu observer que la dure´e de vie des gouttes en non coalescence
fluctuait avec le temps. Il semble donc que si les proprie´te´s physiques de l’huile ne sont pas alte´re´es par
le vieillissement, les proprie´te´s concernant la non coalescence sont, elles, alte´re´es. Nous ne connaissons
pas le ou les parame`tres responsables de cette alte´ration (ae´ration de l’huile, humidite´, pollution par
des poussie`res...). Ne´anmoins, il est devenu e´vident qu’il fallait prote´ger au maximum l’huile pour
e´viter toute source de pollution. Nous avons donc cherche´ a` re´aliser le circuit le plus ferme´ possible.
Nous utilisons donc un syste`me de gouttie`re qui re´cupe`re le liquide en bord de plaque et qui le fait
s’e´couler dans le re´servoir. Ce re´servoir est en re´alite´ un bidon. C’est du goulot que partent les tuyaux
du circuit. Il n’y a donc quasiment aucun risque de prise de poussie`re a` ce niveau-la`. Les plaques de
Plexiglas place´es au dessus du disque de verre (pour e´viter les courants d’air) permettent aussi d’e´viter
la pre´sence de poussie`re polluante dans l’huile. Le circuit est donc quasiment inte´gralement prote´ge´
de la poussie`re.
Par ailleurs, nous avons aussi pu observer l’importance de la marque de l’huile silicone. La com-
paraison de plusieurs huiles dans les meˆmes conditions (les proprie´te´s physiques du liquide e´tant
identiques) met en e´vidence de fortes variations du “temps de vie” de la goutte. Nous proposons l’ex-
plication suivante :
Pour obtenir une huile silicone d’une viscosite´ donne´e on peut ou bien me´langer des polyme`res de
diffe´rentes longueurs et obtenir la viscosite´ moyenne voulue, ou bien se´lectionner la bonne longueur
de chaˆıne et obtenir la solution la plus monodisperse possible autour de cette longueur. Commercia-
lement on trouve les deux types de fabrication ce qui explique d’ailleurs les diffe´rences de prix entre
les marques. Dans notre cas les huiles silicones les plus monodisperses semblent fournir la plus longue
“dure´e de vie” a` nos gouttes.
XII.2.3 Visualisation
Le dispositif expe´rimental e´tant tre`s proche de celui utilise´ pour l’e´tude du ressaut hydraulique
circulaire dans le Chapitre I, les techniques de visualisation sont similaires (voir III.3). On visualise a`
nouveau par en dessous, au travers du disque de verre via un miroir premie`re surface place´ a` 45° sous
la plaque de verre (voir Fig. XII.7). On met au point sur ce miroir a` une distance d’une trentaine de
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centime`tres graˆce a` une came´ra Basler (656 pi x 491 pi), un zoom 12,5 - 75 mm et un jeu de bagues
allonges qui permet d’ajuster au mieux l’image a` la taille des ressauts observe´s. La fre´quence d’acqui-
sition des images est de 100 Hz. La gouttie`re permet d’e´viter que des colonnes liquides n’entrent dans
le champ de la came´ra. Un exemple d’image obtenue est pre´sente´ en Fig. XII.7.
Visuellement, une goutte est constitue´e d’une partie inte´rieure sombre entoure´e d’un cercle brillant
(a)
(1)
(2)
(3)(4)
(5)
(b)
jet impactant
goutte
ressaut hydraulique
L
Figure XII.7 – (a) Sche´ma de´crivant la technique de visualisation : le dispositif est e´claire´
par un ne´on circulaire (1) de manie`re a` e´clairer les bords du ressaut et a` les rendre lumineux
a` l’image. On utilise un disque de verre (2) (donc transparent) afin d’acque´rir les images par
en dessous et ce au travers d’un miroir premie`re surface (3) a` 45° qui re´fle´chit l’image vers la
came´ra (4). A ce dispositif est ajoute´e une gouttie`re (5) qui permet d’e´viter que les colonnes
liquides forme´es en bord de plaque n’entrent dans le champ de la came´ra. (b) Image du ressaut
hydraulique et de la goutte en e´tat de non coalescence vue de dessous via notre dispositif de
visualisation. Cette image fait e´cho a` la Fig. III.3 du premier chapitre. Au centre de l’image on
peut voir le jet impactant de diame`tre 2a, la premie`re zone noire correspond a` la zone interne et
le cercle lumineux exte´rieur correspond au ressaut de rayon RJ . La goutte est constitue´e d’une
partie inte´rieure sombre entoure´e d’un cercle brillant qui de´limite le bord de la goutte. On de´finit
la longueur L comme l’orbite suivie par la goutte c’est-a`-dire L = RJ − a ou` a est le rayon de
la goutte.
qui de´limite le bord de la goutte. Il y a e´galement une partie brillante dans la zone centrale, proba-
blement due aux effets de re´fraction. C’est a` partir de ces images que l’on de´terminera le rayon de la
goutte.
En ce qui concerne le contraste on utilise la meˆme technique que pre´ce´demment, c’est-a`-dire un
ne´on circulaire et un fond noir au dessus du ressaut. On peut e´ventuellement se passer du ne´on
circulaire mais il faut alors prendre garde aux changements de luminosite´ dans la pie`ce...
XII.2.4 Fabrication des gouttes
Pour de´poser des gouttes de rayons variables a a` l’inte´rieur d’un ressaut nous utilisons une seringue
et diffe´rentes tailles d’aiguilles (de diame`tre inte´rieur compris entre 0,4 et 1,1 mm). Cette technique
permet de produire des gouttes de rayons grossie`rement controˆle´s (avec une erreur de l’ordre d’une
quinzaine de pourcents).
On peut aussi utiliser des fils de peˆche en nylon de diame`tres extreˆmement faibles (quelques cen-
taines de microns) 4. La technique est simple : si l’on plonge le fil dans le liquide et qu’on le retire
rapidement un film d’huile va se de´poser sur le fil (film dit de Landau-Levich). Ce film va ensuite se
4. Nous avons meˆme duˆ utiliser des cheveux (50-60 microns de diame`tres) pour obtenir de tre`s petites gouttes.
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de´stabiliser en raison de l’instabilite´ de Rayleigh-Plateau puis s’e´couler lentement le long de la fibre
sous forme de gouttes (rappelons que nous utilisons une huile silicone tre`s mouillante, il n’y a donc pas
d’effet de pie´geage susceptible de stopper les gouttes). Ces gouttes vont s’agglome´rer en une “grosse”
goutte au bord de la fibre. Cette goutte va ensuite se de´tacher de la fibre pour un rayon seuil. On peut
ainsi fabriquer des gouttes a` rayons controˆle´s (jusqu’a` environ 1 mm de diame`tre) avec une pre´cision
de l’ordre de 10%.
ll est par contre difficile de produire des gouttes avec un rayon parfaitement maˆıtrise´. C’est pour-
quoi il nous faudra mesurer le rayon de ces gouttes apre`s coup graˆce aux images obtenues. On choisira
de conside´rer le diame`tre “en largeur”w pour les gouttes que nous mesurons (voir Fig. XII.8). En effet
la se´paration de la goutte et du ressaut “en longueur” l n’est pas tre`s bien marque´e sur les images. Il
faut toutefois relativiser l’importance de ce choix : la diffe´rence entre w et l ne de´passe pas quelques
pixels... On estimera donc w = 2a ou` a est le rayon de la goutte.
l
w
Figure XII.8 – Image de la goutte en e´tat de non coalescence vue du dessous. On observe deux
diame`tres pour la goutte : le diame`tre “en largeur”w et le diame`tre “en longueur” l. Le diame`tre
l n’e´tant pas bien marque´ en raison du contact avec le ressaut, on choisira comme diame`tre de
re´fe´rence w. On aura donc w = 2a avec a le rayon de la goutte. Il faut toutefois relativiser
l’importance de ce choix : la diffe´rence entre w et l ne de´passe pas quelques pixels.
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Chapitre XIII
Orbite d’une goutte dans un ressaut
Dans cette partie on utilisera les notations de´veloppe´es plus haut dans la partie concernant les
travaux de Pirat et al. Les sche´mas de principe e´tant inchange´s dans les deux contextes expe´rimentaux
(a` l’exception de la disparition de l’angle α) on conside´rera toujours comme sche´mas de re´fe´rence ceux
pre´sente´s dans la Fig. XII.4.
XIII.1 Premie`res observations expe´rimentales
Lorsque l’on place dans un ressaut circulaire hydraulique parfaitement horizontal une goutte dont
la taille est de l’ordre de la longueur capillaire, elle va se mettre spontane´ment en mouvement comme
dans le cas du ressaut incline´ de´crit par Pirat et al. Si la goutte n’est pas en contact avec le jet
impactant (c’est-a`-dire si la longueur entre le ressaut et le bord du jet est plus grande que 2a) on peut
mettre en e´vidence deux dynamiques distinctes pour la goutte :
— Mouvement orbital pe´riodique. La goutte orbite pe´riodiquement le long du ressaut, a` une fre´-
quence comprise entre quelques dixie`mes de Hertz et plusieurs Hertz. Cette fre´quence de´croit
avec l’augmentation du rayon du ressaut. On peut voir un diagramme spatio-temporel illustrant
ce mouvement sur la Fig. XIII.1.a.
— Mouvement “ape´riodique” (qui ne pre´sente pas de pe´riode visible, par opposition au re´gime pre´-
ce´dent). Ce re´gime est illustre´ par les diagrammes spatio-temporels Fig. XIII.1.b et XIII.1.c ;
on observe des variations de la vitesse de rotation de la goutte dans le ressaut ainsi que des
inversions du sens de rotation. Signalons que, dans ce re´gime, plus le rayon du ressaut est
important plus l’amplitude du mouvement des gouttes est faible. Ainsi si pour certaines confi-
gurations (petits ressauts) la goutte peut parcourir plusieurs tours avant une inversion de son
sens de rotation (voir Fig. XIII.1.b), pour de plus grands ressauts cette amplitude n’est que de
quelques degre´s. De re´cents travaux ont meˆme montre´ que l’on pouvait obtenir une goutte par-
faitement immobile dans le ressaut. Pour ce faire, il faut travailler avec le couvercle en Plexiglas
parfaitement ferme´. Il semble que le comportement de la goutte dans la zone ape´riodique en
fonction de l’e´cart au seuil change en fonction des perturbations. La transition entre pe´riodique
et ape´riodique est, elle, inchange´e. 1
Lorsque la ge´ome´trie de l’expe´rience est fixe´e (rayon de la buse, distance plaque-injecteur, rayon
du disque...) seul deux parame`tres sont ne´cessaires pour caracte´riser les diffe´rents re´gimes : a et RJ
respectivement les rayons de la goutte et du ressaut. L’absence d’hyste´re`se entre les deux re´gimes
1. Des e´tudes pour caracte´riser davantage cette zone ape´riodique sont en cours.
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Figure XIII.1 – Diagrammes spatio-temporels, i.e. l’angle θ que de´crit la goutte dans le ressaut
par rapport a` un point arbitraire en fonction du temps (illustration en Fig. XII.4 avec α =
0). Ce diagramme est ici obtenu pour une goutte d’huile silicone de rayon a = 0.75 mm. (a)
Diagramme spatio-temporel dans l’e´tat pe´riodique, le rayon du ressaut mesure RJ = 3.4 mm
et l’enregistrement dure ∆t = 13, 5 s. (b) et (c) diagrammes spatio-temporels dans le re´gime
irre´gulier. Le cas (b) (RJ = 3.7 mm et ∆t = 30, 25 s) montre deux inversions de sens de
rotation et est obtenu juste apre`s la transition entre pe´riodique et ape´riodique tandis que le cas
(c) (RJ = 3.9 mm et ∆t = 64, 3 s) est obtenu au dela`.
observe´s permet d’obtenir un diagramme de phase (voir Fig. XIII.2). Trois zones diffe´rentes y sont
visibles : une zone ou` la goutte est dans un e´tat “ape´riodique”, une zone ou` la goutte est dans un
e´tat “pe´riodique” et une troisie`me ou` la dynamique de la goutte est visiblement perturbe´e par le jet
avec lequel elle est aussi en contact (on observera alors des situations ou` la goutte reste statique, ou`
elle se de´place de manie`re ape´riodique et ou` elle se de´place pe´riodiquement mais en e´tant visiblement
ralentie). On conside´rera dans le re´gime ape´riodique les cas ou` la goutte montre au moins une inversion
de sens ou meˆme des variations dans sa vitesse de rotation.
La se´paration entre la zone de contact avec le jet et les autres dynamiques est repre´sente´e sur le
diagramme de phase Fig. XIII.2 par la ligne pointille´e. Pour obtenir cette zone il suffit, en principe, de
re´soudre l’e´quation : RJ = 2a+φ/2 (ou` φ est le diame`tre de l’injecteur). Toutefois il est apparu que φ/2
ne constituait pas le bon parame`tre d’ajustement. En effet, comme nous l’avons vu en section II.2.4
la tension de surface et la gravite´ sont susceptibles d’affiner le jet. Si ce phe´nome`ne e´tait ne´gligeable
pour la gamme de de´bits utilise´e pre´ce´demment, il s’ave`re que la zone e´tudie´e ici est d’un ordre de
grandeur plus faible en ce qui concerne les de´bits et rayons de ressaut et que l’on observe ici de tre`s
fortes variations du rayon du jet au niveau de l’impact (jusqu’a` 50% du rayon de jet maximal φ/2).
Il est donc tre`s important de remplacer dans la formule pre´ce´dente le rayon interne de l’injecteur φ/2
par le rayon de jet liquide incident rji (le rayon du jet au niveau de l’impact). Pour de´terminer ce rji,
on utilise l’e´quation propose´e par Bush et al. et de´veloppe´e en II.43 :
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Figure XIII.2 – Diagramme de phase a en fonction de RJ pour les trois types de mouvements
de gouttes observe´s expe´rimentalement : contact avec le jet (rotations pe´riodiques fortement
ralenties, mouvements non pe´riodiques en contact avec le jet et gouttes immobiles contre le
jet) repe´re´ par les carre´s verts, mouvement pe´riodique repre´sente´ par les losanges rouges et
mouvement ape´riodique repre´sente´ par les cercles bleus (dans les mouvements ape´riodiques on a
aussi conside´re´ l’e´tat immobile de la goutte observe´ re´cemment). La ligne pointille´e correspond
a` l’e´quation RJ = 2a+ rji (voir texte). La ligne continue noire est trace´e de manie`re empirique
et se´pare les re´gimes pe´riodique et ape´riodique. L’e´quation de cette droite est a = (RJ − β)/α
avec α = 4.4 et β = 0.84 mm.
rji
rN
=
(
1 +
2gZ
u2N
+
2γ
ρu2N
(
1
rN
− 1
rji
))− 14
,
avec rji qui est donc le rayon du jet liquide, rN = φ/2 le rayon interne de la buse, Z la distance entre
la buse et la plaque, uN la vitesse du liquide en sortie de buse et g, ρ et γ les grandeurs physiques
utilise´es pre´ce´demment (la gravite´, la densite´ et la tension de surface).
La ligne pointille´e sur le diagramme est donne´e par RJ = 2a + rji (rji e´tant de´termine´ par
l’e´quation ci-avant). Comme on peut le voir cette ligne se´pare assez bien les zones pe´riodiques et celles
ou` la goutte est en contact avec le jet. On remarquera toutefois que certains points expe´rimentaux
“pe´riodiques” sont dans la zone “en contact avec le jet”. Il ne s’agit ge´ne´ralement pas d’un de´faut de
mode´lisation : en effet, visuellement, les gouttes sont bien en contact avec le jet et de´forment fortement
le ressaut. Toutefois les vitesses de ces gouttes ne semblent pas eˆtre modifie´es par la pre´sence du jet :
les gouttes ne semblent pas freine´es contrairement a` ce que l’on observe dans la plupart des cas ou` la
goutte est en contact avec le jet.
La pre´sence de points expe´rimentaux “en contact avec le jet” dans la zone pe´riodique traduit le fait
que le mode`le propose´ par Bush et al. et expose´ pre´ce´demment surestime probablement l’affinement
du jet au niveau de l’impact. En effet, il ne mode´lise que l’affinement du jet et ne prend pas en compte
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la zone d’impact et en particulier la pre´sence d’une zone de stagnation qui est susceptible d’agir sur
le rayon du jet au niveau de l’impact.
La ligne continue noire se´pare, quant-a` elle, les re´gimes pe´riodique et ape´riodique, elle est trace´e de
manie`re empirique. Elle peut toutefois eˆtre ajuste´e par la loi a = (RJ −β)/α avec α = 4.4 et β = 0.84
mm.
XIII.2 Un premier mode`le
XIII.2.1 Les e´quations
Nous nous proposons ici d’adapter le mode`le pre´sente´ par Pirat et al. dans la re´fe´rence [86] au cas
du ressaut horizontal. Pour cela nous utilisons les meˆmes ingre´dients, a` savoir une goutte mode´lise´e
par une sphe`re de rayon a dans une gouttie`re rigide de rayon RJ . La goutte ne pouvant bouger que
selon un angle θ avec une vitesse angulaire ω dans cette gouttie`re. On conside`re a` nouveau deux points
A et B ou` la goutte interagit avec le bain (de vitesse UA et UB) via des films d’air d’e´paisseur dA et
dB . Comme dans le paragraphe pre´ce´dent les forces de frottements s’e´crivent :
−→
FA = ηa(SA/dA)(
−→
U A −−→Ω ×−→GA) et −→FB = ηa(SB/dB)(−→U B −−→Ω ×−−→GB),
ou` ηa est la viscosite´ de l’air, les quantite´s SA, SB , dA, dB ,
−→
U A,
−→
U B de´signent les surfaces de contact,
e´paisseurs locales des films d’air, et les vitesses du bain aux points A et B. G est le centre de masse
de la goutte et
−→
Ω de´signe le vecteur vitesse de rotation instantane´e de la goutte autour de G dans le
re´fe´rentiel du laboratoire.
Comme dans le cas pre´ce´dent, on applique le the´ore`me du moment cine´tique au centre de masse
de la goutte on obtient les e´quations inchange´es XII.4 :
dΩr
dt +
1
τA
(
Ωr +
L
aω
)
= ωΩθ,
dΩθ
dt +
(
1
τA
+ 1τB
)
Ωθ = −ωΩr − 1a
(
UA
τA
+ UBτB
)
,
dΩz
dt +
1
τB
(
Ωz +
L
aω
)
= 0,
avec ω = dθdt la vitesse orbitale, L = RJ − a le rayon de l’orbite suivie par la goutte, et les deux temps
caracte´ristiques τA =
8
15pia
3 ρl
ηa
dA
SA
et τB =
8
15pia
3 ρl
ηa
dB
SB
ou` ρl de´signe la masse volumique du liquide de
la goutte.
Comme on peut le voir, les e´quations sont jusqu’ici identiques. En effet l’application du the´ore`me
du moment cine´tique en G ne fait pas apparaˆıtre la gravite´. La condition d’horizontalite´ ne sera donc
visible que dans la dernie`re e´quation obtenue graˆce au principe fondamental de la dynamique :
dω
dt
+
2
5
(
1
τA
+
1
τB
)
ω = −2
5
a
L
(
Ωr
τA
+
Ωz
τB
)
(XIII.1)
Le syste`me de quatre e´quations obtenu est ainsi le´ge`rement diffe´rent du pre´ce´dent. En particulier
on a vu disparaˆıtre la position d’e´quilibre pre´fe´rentielle. Ce syste`me peut eˆtre re´solu nume´riquement
mais aux vues de la petitesse des temps caracte´ristiques, il semble plus inte´ressant de conside´rer les
solutions stationnaires. Il n’existe que deux solutions stationnaires possibles :
La premie`re, la plus triviale, est caracte´rise´e par une position immobile de la goutte : la goutte
reste au lieu ou` elle a e´te´ de´pose´e et tourne sur elle-meˆme. Les e´quations associe´es sont :
ω = Ωr = Ωz = 0
Ωθ = −1
a
UA
τA
+ UBτB
1
τA
+ 1τB
(XIII.2)
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On observe effectivement des gouttes statiques dans la zone ape´riodique dans le ressaut si l’on travaille
avec le couvercle et que l’on limite au maximum les perturbations exte´rieures.
Le second e´tat correspond au cas de la goutte en rotation pe´riodique. Cet e´tat est effectivement observe´
expe´rimentalement. les e´quations s’e´crivent dans ce cas :
Ωθ = 0
Ωr = Ωz = −ωL
a
(XIII.3)
ω2 =
UA
LτA
+
UB
LτB
On notera que Ωθ = 0 ce qui peut paraˆıtre e´tonnant si l’on conside`re que c’est la rotation propre de
la goutte qui est responsable du mouvement.
XIII.2.2 Stabilite´ des solutions
On peut le´gitimement se poser la question de la stabilite´ de ces solutions. Pour ce faire on e´crit la
matrice jacobienne du syste`me :
J =

− 1τA ω 0 Ωθ − LaτA
−ω −
(
1
τA
+ 1τB
)
0 −Ωr
0 0 − 1τB − LaτB
− 25 aLτA 0 − 25 aLτB − 25
(
1
τA
+ 1τB
)
 . (XIII.4)
On peut ensuite chercher les valeurs propres de cette matrice dans les deux e´tats stationnaires
obtenus. Dans le cas ou` ω = 0 (XIII.2) les valeurs propres λ de la matrice jacobienne sont solutions
de :
0 =
(
λ+
1
τA
+
1
τB
)[
λ3 +
7
5
λ2
(
1
τA
+
1
τB
)
+ λ
(
9
5
1
τAτB
− 2
5
1
L
UA
τA
+ UBτB
1 + τAτB
)
− 2
5
1
L
UA
τA
+ UBτB
τA + τB
]
.
(XIII.5)
Si l’on regarde de pre`s cette e´quation on s’aperc¸oit que la fonction polynomiale est positive lorsque
λ → +∞. En effet le terme dominant est +λ4 tandis que lorsque λ = 0 la fonction polynomiale est
ne´gative (= − 25 1L
UA
τA
+
UB
τB
τA+τB
). Cela signifie donc qu’il existe au moins une valeur propre positive. On en
de´duit donc que cet e´tat statique est instable.
En ce qui concerne le cas ou` l’orbite attendue est pe´riodique (XIII.3) les valeurs propres λ de la
matrice jacobienne sont solutions de :
0 = λ4 +
12
5
λ3
(
1
τA
+
1
τB
)
+ λ2
[
ω2 +
9
5
1
τAτB
+
7
5
(
1
τA
+
1
τB
)2]
+
λ
[
ω2
(
4
5
1
τA
+
7
5
1
τB
)
+
9
5
1
τAτB
(
1
τA
+
1
τB
)]
+
4
5
ω2
τAτB
. (XIII.6)
Tout les coefficients de la fonction polynomiale sont de meˆme signe. On en de´duit donc que pour
λ ≥ 0 la fonction polynomiale ne changera pas de signe. Il n’y a donc aucune valeur propre positive
de la matrice Jacobienne pour cet e´tat. L’e´tat pe´riodique orbital est donc line´airement stable 2.
Cela peut eˆtre ve´rifie´ par l’inte´gration nume´rique des e´quations en utilisant une me´thode de Runge
2. Il ne l’est peut eˆtre pas d’un point de vue non line´aire.
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Kutta d’ordre 4. Quels que soient les parame`tres choisis, on obtient toujours une orbite pe´riodique a`
condition d’utiliser une petite perturbation (aussi petite que l’on veut) par rapport a` l’e´tat initial ou
de donner une vitesse initiale non nulle.
XIII.2.3 Vitesse du liquide sur la paroi du ressaut
Comme on l’a vu, les seuls parame`tres pour notre mode`le sont UA, UB , τA et τB . La zone juste
avant le ressaut est bien connue et l’on estime assez bien la valeur de UA graˆce a` notre connaissance de
la zone externe et de la relation de conservation de l’impulsion (voir V.4). Pour me´moire nous avions
obtenu UA quasi inde´pendant du de´bit et valant environ 0,3 m/s. On peut donc estimer avec une assez
bonne pre´cision l’ordre de grandeur de τA. A contrario, la seule information que nous ayons sur τB est
l’hypothe`se propose´e par Pirat et al. a` savoir UB de l’ordre d’un dixie`me de UA. Il est donc ne´cessaire
de se convaincre de la validite´ de cette hypothe`se. Pour ce faire, on injecte des traceurs (particules
de charbon ou plus simplement bulles) dans le liquide et l’on suit graˆce a` une came´ra rapide (environ
4000 images par seconde) les traceurs qui se trouvent en surface (les plus rapides). On peut ainsi
obtenir des diagrammes spatio-temporels qui permettent d’estimer la vitesse avant le choc, la vitesse
apre`s le choc et le temps τ ne´cessaire a` “escalader” le mur liquide. Un exemple de ces diagrammes
spatio-temporels est pre´sente´ en Fig. XIII.3.
RJ
r
t
τ
2 mm
Figure XIII.3 – Diagramme spatio-temporel typique de´crivant le trajet d’un traceur en sur-
face en fonction du temps. Le temps est en ordonne´e et la position du traceur en abscisse, le
diagramme nous permet donc de connaˆıtre la position de la particule en fonction du temps. On
distingue trois zones : la zone avant le ressaut, de forte vitesse, a` gauche sur le diagramme, la
zone apre`s le ressaut, de faible vitesse a` droite sur le diagramme et une troisie`me zone interme´-
diaire (grise´e) correspondant a` la position du ressaut RJ . On estime la vitesse de parcours de la
particule en surface du mur liquide en mesurant le temps τ entre la disparition et la re´apparition
de la particule. Diviser la diffe´rence de hauteur du ressaut ∆H ∼ 3 mm par ce temps τ permet
d’obtenir la vitesse de surface sur le mur liquide qui s’ave`re eˆtre tre`s proche de UA.
Sur le diagramme spatio-temporel on distingue trois zones : la zone avant le ressaut, de forte vitesse,
a` gauche sur le diagramme, la zone apre`s le ressaut, de faible vitesse a` droite sur le diagramme et une
troisie`me zone interme´diaire (grise´e) : le ressaut. Pour mesurer une vitesse il suffit de mesurer l’angle α
que fait la courbe avec l’horizontale on a alors tanα = tempsdistance =
1
V . Cette mesure est toutefois assez
impre´cise et l’on commet une assez forte erreur sur les valeurs estime´es. On ne peut donc pas obtenir
beaucoup mieux que de bons ordres de grandeur. De ces diagrammes on tire plusieurs informations :
(i) On peut ve´rifier sur une assez large gamme de de´bits que la vitesse mesure´e juste avant le
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ressaut est bien quasi inde´pendante du de´bit. La valeur de la vitesse de surface que nous mesurons est
environ 0,29 m/s ce qui est parfaitement cohe´rent avec les re´sultats obtenus pre´ce´demment dans V.4.
(ii) On peut aussi estimer la vitesse de parcours de la particule en surface du mur liquide. On
mesure le temps τ entre la disparition et la re´apparition de la particule. On divise la diffe´rence de
hauteur du ressaut ∆H ∼ 3 mm par ce temps τ et l’on obtient que la vitesse de surface sur le mur
liquide est tre`s proche de UA.
L’hypothe`se propose´e par Pirat et al. semble donc eˆtre mise en de´faut par cette expe´rience. On
conside´rera donc a` partir de maintenant que UB = UA. Cela a pour conse´quence de modifier nos
estimations pour dB et τB . On estime donc que dB ∼ 30 µm et donc que τB vaut environ 1 s.
XIII.2.4 Etat orbital de la goutte
On s’inte´resse maintenant plus spe´cifiquement a` l’e´tat orbital propose´ par le mode`le. Il est tre`s
facile de le comparer avec les re´sultats expe´rimentaux. En particulier, on comparera la vitesse attendue
avec la vitesse orbitale mesure´e dans le cas pe´riodique.
La vitesse orbitale ω s’e´crit :
ω =
√
UA
LτA
+
UB
LτB
. (XIII.7)
On utilise les approximations UB ≈ UA et τA  τB . On aboutit alors, pour ω, a` l’expression simplifie´e
suivante : ω =
√
UA
LτA
. Si l’on utilise maintenant l’expression explicite de τA on obtient :
ω ∼
√
15
8
ηa
ρl
UA
Lpia3dA
SA
, (XIII.8)
avec dA l’e´paisseur du film d’air sous la goutte, SA la surface de contact entre la goutte et le film d’air
sous la goutte, ηa la viscosite´ de l’air (a` savoir 1, 85.10
−5 Pa.s) et ρl la masse volumique du liquide (a`
savoir 950 kg/m3).
Si l’on conside`re maintenant que UA ≈ 0, 3 m/s et que la surface de contact SA correspond a` pia2
on obtient pour pre´vision the´orique les lois propose´es sur la Fig. XIII.4 et compare´es aux donne´es
expe´rimentales.
Comme on peut le voir sur cette Fig. XIII.4, les points expe´rimentaux montrent bien une variation
en L−1/2 pour les petits L (a` l’exception de a = 0, 57 mm). Toutefois, on constate que pour chaque
goutte la courbe de vitesse orbitale de´croche de cette loi en L−1/2 pour s’effondrer a` l’approche de la
transition vers le re´gime ape´riodique. On peut aussi faire deux autres remarques : on constate que le
pre´facteur de la loi propose´e par le mode`le est bien trop e´leve´ par rapport au pre´facteur observe´ expe´-
rimentalement. Il apparaˆıt clairement que ce pre´facteur de´pend tre`s fortement de a dans notre cadre
the´orique (plus de 50 % de variation attendue entre les deux extreˆmes). Les valeurs des pre´facteurs
mesurables sur les courbes expe´rimentales, de´pendent effectivement de a mais cette de´pendance est de
plus faible amplitude que celle attendue (si l’on retire les points singuliers correspondant a` a = 0, 57
mm on trouve environ 30% de variation). On remarque aussi que la de´pendance en a ne semble pas
bien capte´e, en effet la valeur du pre´ facteur doit de´croˆıtre avec a. On observe expe´rimentalement qu’en
re´alite´ cette valeur croˆıt avec a jusqu’a` a ≈ 0, 9 mm, puis diminue comme attendu par la the´orie.
Sans toucher au mode`le on peut essayer d’ame´liorer l’accord entre the´orie et expe´rience en relaxant
la condition sur la surface de contact. En effet jusqu’a` pre´sent on a conside´re´ que SA = pia
2 ce qui est
e´videmment excessif. Si l’on relaˆche cette condition en posant SA = αpia
2, ou` α devient un parame`tre
ajustable (inde´pendant de a), on obtient les courbes propose´es en Fig. XIII.5. Sur cette figure α = 0, 07
pour toutes les valeurs de a.
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Figure XIII.4 – Vitesse orbitale de la goutte ω = dθ/dt en fonction du rayon de l’orbite suivie
par la goutte L = RJ − a en repre´sentation log-log. Un grand nombre de rayons de gouttes est
visible : 0,57 mm-1,67 mm et a est indique´ en mm. Pour tous les rayons de gouttes teste´s le
comportement est le meˆme (a` l’exception de a = 0, 57) c’est-a`-dire un comportement en L−1/2 qui
de´croche brutalement a` l’approche de la transition vers l’e´tat ape´riodique. Les droites continues
correspondent au mode`le propose´ par l’e´quation XIII.8 pour trois valeurs de a (0,57 mm en
rouge, 1 mm en brun et 1,67 mm en noir).
1 10
a = 0, 57
a = 0, 69
a = 0, 73
a = 0, 82
a = 0, 87
a = 0, 91
a = 1, 0
a = 1, 08
a = 1, 17
a = 1, 23
a = 1, 34
a = 1, 67
2
4
6
8
10
30
ω
(r
a
d
/s
)
L = RJ − a (mm)
Figure XIII.5 – Vitesse orbitale de la goutte ω = dθ/dt en fonction du rayon de l’orbite suivie
par la goutte L = RJ − a en repre´sentation log-log (voir Fig. XIII.4). Les droites continues
correspondent a` l’e´quation XIII.8 dans laquelle on a suppose´ SA = αpia
2 avec α = 0, 07. Comme
dans la figure pre´ce´dente on repre´sente la the´orie pour trois valeurs de a (0,57 mm en rouge,
1 mm en brun et 1,67 mm en noir). Les courbes correspondant a` a = 1 mm et a = 1, 67 mm
s’ajustent parfaitement sur les premie`res valeurs expe´rimentales obtenues pour ces rayons de
gouttes. Ce n’est clairement pas le cas pour a = 0, 57 mm .
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Comme on peut le constater sur cette figure, les courbes correspondant a` a = 1 mm et a = 1, 7 mm
s’ajustent parfaitement sur les premie`res valeurs expe´rimentales obtenues pour ces rayons de gouttes
(ce n’est toutefois pas le cas pour a = 0, 57 mm).
Cette valeur de α = 0, 07 semble bien faible a` premie`re vue. On peut la comparer aux valeurs ob-
tenues par Lhuissier et al. dans [74] pour le rayon de la zone de contact. Pour les trois gouttes teste´es
expe´rimentalement il obtient que le rayon de la zone de contact pour la goutte est de l’ordre de a/2,
ce qui donne un α de l’ordre de 0,25. Il est tre`s probable, puisque nous utilisons le meˆme liquide avec
la meˆme densite´, que la zone de contact soit du meˆme ordre de grandeur dans notre cas. Il subsiste
un facteur 2 entre les pre´facteurs obtenus expe´rimentalement et ceux attendus the´oriquement avec
α = 0, 25. Cela signifie que le mode`le fournit un ordre de grandeur tout a` fait raisonnable, le facteur
2 pouvant probablement se comprendre en mode´lisant plus pre´cise´ment l’e´paisseur du film d’air, les
forces de frottements sous la goutte, la vitesse du liquide ou encore le moment d’inertie de la forme
re´elle de la goutte 3.
L’e´cart de comportement entre des gouttes de rayons a < 0, 9 mm peut s’expliquer par la valeur
de α. En effet, la longueur capillaire pour l’huile silicone est lc =
√
γ/(ρlg) ∼ 1, 4 mm. Nous sommes
donc au niveau de la transition de forme pour une goutte : pour a  lc la goutte a une forme de
sphe`re tronque´e dont le rayon de la surface de contact est donne´ par a
2
lc
, et pour a lc la goutte a une
forme de flaque de surface de contact pia2 [30]. Nos mesures se situent donc dans la zone de transition
ou` le coefficient α est susceptible de bouger d’un rayon de goutte a` l’autre.
XIII.2.5 Conclusion sur le mode`le
Le mode`le simple que nous avons permet donc de pre´dire un e´tat orbital pe´riodique. Il permet
en outre d’estimer un ordre de grandeur raisonnable de la vitesse de rotation de la goutte dans le
ressaut. Toutefois, lorsque L augmente la vitesse orbitale des gouttes diminue plus rapidement que
L−1/2 jusqu’a` atteindre une vitesse nulle pour L fini permettant un e´tat ape´riodique absent du mode`le
(il ne peut y avoir de changement de sens de rotation que si la vitesse s’annule au moins en un point).
De re´centes e´tudes mene´es lors du stage de Julien Charlot, ont montre´ que lorsque l’on limite au
maximum les sources de perturbation on obtient une nouvelle zone sur le diagramme ou` la goutte est
parfaitement statique. Cette zone se situe bien e´videmment dans la zone ape´riodique (la zone pe´rio-
dique demeure inchange´e). Le cas statique e´tant instable dans notre mode`le, cela signifie qu’il manque
un terme dans notre mode`le.
Deux raisons peuvent eˆtre e´voque´es pour expliquer ce phe´nome`ne :
XIII.2.5.1 De´formation de la goutte
Comme explique´ rapidement pre´ce´demment, il apparaˆıt aux vues de photos prises de biais que la
goutte est loin d’eˆtre parfaitement sphe´rique (voir Fig. XIII.6). Comme pre´sente´e dans [30] mais aussi
dans l’article [78] l’explication est assez simple : une goutte en non coalescence va taˆcher de diminuer
son e´nergie potentielle de pesanteur, il y aura donc e´quilibre entre tension superficielle et pesanteur,
donnant lieu a` une de´formation de la goutte : sous forme d’une creˆpe pour les grosses gouttes (a lc)
3. En ce qui concerne la mode´lisation de la vitesse plusieurs erreurs peuvent eˆtre commises : ce n’est pour le moment
qu’un ordre de grandeur et cette vitesse est susceptible d’eˆtre diffe´rente de celle du ressaut sans goutte puisque la goutte
e´crase le film liquide. La vitesse que nous prenons n’est peut eˆtre pas prise au bon endroit puisqu’on oublie que la goutte
a un rayon lorsqu’on la mesure juste avant le choc.
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et d’une sphe`re tronque´e pour les petites gouttes (a lc). Cette de´formation a pour effet de dissiper
de l’e´nergie via un me´canisme de dissipation visqueuse et peut ainsi entraˆıner une dynamique de goutte
assez contre intuitive [78].
Figure XIII.6 – Photographie d’une goutte d’huile silicone d’environ 1 mm de rayon vue de
coˆte´. On voit tre`s nettement la de´formation de la goutte. Ce que l’on voit derrie`re la goutte est
le “mur d’huile”. On peut aussi remarquer sur le bord gauche de la goutte la de´formation du film
liquide sous la goutte par la zone de contact.
La prise en compte d’une dissipation visqueuse ne semble pas suffisante pour expliquer l’effondre-
ment de la vitesse orbitale. En effet, le calcul de Sreenivas et al. comparant les effets de dissipation
visqueuse et l’e´nergie apporte´e a` la goutte par frottements (voir XII.2) tend a` montrer que dans notre
gamme de rayons cette dissipation est d’un ordre infe´rieur (on trouve K typiquement e´gal a` 0,5 donc
une variation de vitesse attendue de 30 %).
D’autant que cela semble en contradiction avec nos expe´riences. On a constate´ une vitesse constante
du liquide au niveau du ressaut et donc sous la goutte. Il n’y aura donc, a` rayon donne´, pas davantage
de dissipation visqueuse pour un grand L que pour un petit. On ne s’attend donc pas a` ce que la
dissipation visqueuse entraˆıne une vitesse nulle pour un L fini.
La de´formation de la goutte ne semble donc pas, a priori, un bon candidat pour expliquer le violent
de´crochage en vitesse.
XIII.2.5.2 Sillage et de´formation du ressaut
Lorsque l’on pie`ge une goutte dans un ressaut, elle va appuyer sur le liquide (cela est visible sur
la Fig. XIII.6 au bord de la goutte) sous elle, un “sillage” va donc naˆıtre a` la surface de ce liquide, en
particulier en aval de la zone de contact entre goutte et bain (voir Fig. XIII.7) 4. On peut constater
que plus la zone de contact est e´tendue (c’est-a`-dire plus la goutte appuie sur le liquide) plus le sillage
est large. Cela peut eˆtre simplement mis en e´vidence par la comparaison entre le sillage d’une goutte
d’huile silicone et le sillage d’une goutte d’huile silicone perfluore´e (ayant les meˆmes proprie´te´s en
terme de tension superficielle et viscosite´ que l’huile silicone standard mais e´tant deux fois plus dense
4. Il est certes difficile de parler de sillage dans ces conditions, en effet, la goutte n’entre pas en contact avec le liquide,
on emploiera donc improprement ce terme pour parler de l’empreinte laisse´e par la goutte en aval dans le liquide.
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et donc appuyant davantage sur le liquide).
Figure XIII.7 – Photographie vue de dessus d’une goutte d’huile silicone d’environ 1 mm de
rayon. Avec un e´clairage adapte´ on observe tre`s clairement une empreinte ou “sillage” en “V”.
L’alternance de zones plus fonce´es et plus claires est duˆ a` des effets d’interfe´rences lumineuses.
Ce sillage est duˆ au fait que la goutte appuie sur le film d’air qui appuie sur le film liquide du
bain. Cela a pour effet de ralentir le liquide sous la zone de contact comme le ferait un objet
plonge´ dans le film liquide. Ce ralentissement a un autre effet visible sur la photographie a` savoir
la de´formation du ressaut (en particulier le changement local de courbure).
La goutte pince de manie`re significative l’e´paisseur de liquide et l’on va constater deux effets prin-
cipaux :
(i) Cela a pour effet de diminuer la valeur de UA sous la goutte. La vitesse locale du liquide ne sera
donc plus celle estime´e pre´ce´demment par l’analyse du ressaut seule. Il est donc ne´cessaire de mener
une e´tude afin de connaˆıtre l’e´cart que l’on commet par rapport a` UA.
(ii) La diminution de la vitesse UA a pour effet de de´former le mur liquide : la courbure locale
du ressaut est plus faible au voisinage de la goutte. En effet, si la vitesse UA est re´duite le ”choc”
responsable du ressaut va avoir lieu plus toˆt (spatialement parlant). Le fait que le sillage ne modifie
pas uniforme´ment les vitesses explique aussi la variation de courbure par rapport au centre de la
de´formation (zone de plus faible vitesse. . .). Ce phe´nome`ne est visible sur la Fig. XIII.7, et il est aussi
illustre´ sur le sche´ma et la vue de coˆte´ pre´sente´s en Fig. XIII.8. 5
La question de la courbure est loin d’eˆtre anodine en ce qui concerne la dynamique des gouttes.
En effet si le L en tant que distance change un peu par rapport au cas ide´al, la courbure effective
en 1/L peut elle eˆtre modifie´e e´norme´ment, voire devenir nulle ou ne´gative. Cette de´formation laisse
donc ouverte la possibilite´ d’obtenir un ω = 0 a` L fini. Dans le mode`le gyroscopique pre´sente´ pre´ce´-
demment, c’est a` la fois la courbure et la distance qui sont en jeux. On ne peut pas pre´dire autrement
que qualitativement que cette modification locale du ressaut aura une tre`s grande importance sur la
dynamique de la goutte. Le fait d’obtenir une transition entre pe´riodique et ape´riodique de´pendant
uniquement de a et RJ et sans aucune hyste´re`se sur le diagramme de phase semble aller dans ce sens :
bien suˆr le rapport en a/RJ n’est pas constant mais le rapport des courbures semble important.
Cette de´formation du film liquide va aussi avoir pour effet de modifier la structure fine de la zone
de contact et la distribution locale de vitesse du bain sous la goutte.
Il semble donc que la de´formation du ressaut joue un roˆle crucial dans la dynamique. Malheureu-
sement la mode´lisation de cette de´formation que ce soit sous forme d’une force de frottement, d’un
5. On peut aussi s’assurer facilement de la ve´racite´ de ces hypothe`ses en plongeant une aiguille de seringue dans le
ressaut.
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Figure XIII.8 – (a) Sche´ma repre´sentant la de´formation du ressaut par une goutte : une goutte
pose´e dans le ressaut va diminuer la vitesse UA du liquide sous la goutte. Cela signifie que la
quantite´ de mouvement est plus faible localement et cela a pour effet de modifier la position du
choc : le ressaut va avoir lieu plus toˆt spatialement parlant. Cela engendrera une modification
de la forme locale du ressaut en particulier une modification de la courbure. (b) Photographie
de coˆte´ d’une goutte (d’environ 1 mm de rayon) contre le ressaut : on voit tre`s clairement que
la goutte de´forme macroscopiquement le ressaut en modifiant a` la fois sa courbure et la hauteur
apre`s le choc. Cet effet semble donc non ne´gligeable.
rayon de courbure locale ou autrement s’ave`re particulie`rement difficile a` re´aliser.
XIII.3 Conclusion
Au cours de ce chapitre nous avons pu observer le comportement d’une goutte dans un ressaut
circulaire parfaitement horizontal. Nous avons pu observer que la goutte adoptait plusieurs compor-
tements en fonction du couple (a,RJ) ce qui nous a permis d’e´tablir un diagramme de phase robuste
(car retrouve´ au cours de plusieurs stages) comportant : une zone ou` la goutte est en contact avec le
jet et le ressaut, une zone ou` la goutte adopte un mouvement pe´riodique dans le ressaut et enfin une
zone ou` la goutte suit un mouvement ape´riodique qui peut aller jusqu’a` un e´tat stationnaire pour la
goutte.
Nous avons pu construire un mode`le-jouet simple pour le proble`me. Il en ressort que le mouvement
pe´riodique s’explique probablement par une instabilite´ gyroscopique. Ce mode`le nous permet e´gale-
ment de fournir une mode´lisation de ce mouvement pe´riodique. En laissant un parame`tre libre nous
avons pu ajuster tre`s raisonnablement une partie de nos points expe´rimentaux, et la valeur obtenue
via l’ajustement semble pertinente vis-a`-vis de la physique en jeu.
Nous avons e´galement pu proposer plusieurs pistes en vue de l’ame´lioration du mode`le afin de
nous permettre de de´crire l’e´tat ape´riodique : une meilleure mode´lisation de la goutte mais surtout
une prise en compte des de´formations du ressaut.
Le me´canisme de´bouchant sur une instabilite´ gyroscopique repose sur le fait que la goutte roule
dans le ressaut. Pourtant cette hypothe`se n’a jamais e´te´ observe´e directement. Nous e´tablirons donc
dans le prochain chapitre une expe´rience simple nous permettant de traiter cet aspect dans un cas
simple : une goutte immobile dans le ressaut.
Chapitre XIV
Rotation propre d’une goutte
Le mode`le que nous avons pre´sente´ ici repose sur une proposition simple : une goutte tourne sur
elle-meˆme puis une perturbation va venir la de´stabiliser et entraˆıner un mouvement orbital dans le
ressaut via une instabilite´ gyroscopique. Ce mode`le repose donc sur une suppose´e rotation propre de
la goutte, or il n’a pas e´te´ apporte´ de preuve expe´rimentale jusqu’a` pre´sent d’une telle rotation propre
(excepte´es quelques expe´riences pre´liminaires non-publie´es effectue´es par Pirat et al. ) 1
Nous avons donc injecte´ des particules de charbon dans les gouttes. Lorsque l’on de´pose une
telle goutte dans le ressaut et qu’elle adopte un mouvement orbital pe´riodique on voit bien qu’il y a
mouvement au sein de la goutte mais la rotation interne de la goutte est assez difficile a` suivre en
raison des mouvements de la goutte a` l’inte´rieur du ressaut. On souhaite donc e´tudier le mouvement
de traceurs dans la goutte dans une ge´ome´trie plus simple. Pour ce faire, on force le syste`me a` adopter
l’e´tat stationnaire instable de´crit pre´ce´demment a` savoir l’e´tat cense´ obe´ir aux e´quations XIII.2 :
ω = Ωr = Ωz = 0
Ωθ = −1
a
UA
τA
+ UBτB
1
τA
+ 1τB
Pour rendre stable cet e´tat instable, on incline le´ge`rement la plaque de quelques dixie`mes voire deux
ou trois degre´s. La goutte devient donc globalement statique dans le ressaut. En filmant directement
la goutte par au dessus on observe des images comme celles pre´sente´es en Fig. XIV.1.
Ces images nous permettent facilement de mesurer la fre´quence de rotation de la goutte. On
enregistre entre 3 et 20 rotations des traceurs dans la goutte puis on trace un diagramme spatio-
temporel sur une bande de pixels perpendiculaire a` l’axe de rotation de la goutte. Un diagramme
spatio-temporel typique est repre´sente´ en Fig. XIV.2.
XIV.1 Observations et mesures
La premie`re chose que l’on peut observer sur ces images est que l’hypothe`se de rotation en bloc (ou
rotation solide) est bien ve´rifie´e. On n’observe, en effet, aucune rotation diffe´rentielle dans la goutte.
Plus quantitativement nous avons trace´ sur la Fig. XIV.3 la vitesse de rotation angulaire en fonction
du rayon de la goutte.
1. Cette question se pose avec d’autant plus d’acuite´ que dans leur article Lhuissier et al. [74] rapportent l’absence
de rotation visible de la goutte.
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(a) (b)
Figure XIV.1 – Particules de charbon a` l’inte´rieur d’une goutte pie´ge´e dans un ressaut hydrau-
lique le´ge`rement incline´ vu du dessus (a = 1, 6 mm et RJ = 1, 3 cm ). (a) Se´quence d’images (le
temps entre deux images est de l’ordre de 10 ms). Les traces noires correspondent a` des nuages
de particules de charbon et la fle`che indique une particule faisant un tour complet de la goutte.
Le ressaut est visible sur le coin gauche de la photographie. (b) Chronophotographie de la rotation
des particules au sein d’une gouttes. La rotation se fait en bloc.
t
Position de la particule
Figure XIV.2 – Diagramme spatio-temporel d’une bande de pixels perpendiculaire a` l’axe de
rotation de la goutte. La goutte utilise´e est celle pre´sente´e en Fig. XIV.1. Les particules de char-
bon permettent donc d’obtenir la fre´quence de rotation de la goutte aise´ment. Les diagrammes
spatio-temporels enregistrent typiquement entre 3 et 20 rotations. La fre´quence se de´termine
ainsi au pixel pre`s.
Pour obtenir ces mesures nous avons utilise´ quatre de´bits (entre 5 et 17 cm3/s) et la premie`re
chose qui frappe a` l’observation de la Fig. XIV.3 est que l’ensemble des points s’ajustent sur une
seule courbe maˆıtresse, inde´pendante du de´bit. Cela signifie tre`s clairement que les gouttes ne “voient”
pas de diffe´rence en fonction du de´bit. En terme plus scientifique cela signifie que la structure fine
du ressaut est inde´pendante du de´bit : UA et UB sont inde´pendants (au moins au premier ordre) du
de´bit. Ce re´sultat est tout a` fait cohe´rent avec les observations reporte´es dans V.4 et XIII.2.3 ou` la
vitesse du liquide avant le ressaut apparaˆıt comme e´tant inde´pendante du de´bit.
En ce qui concerne la vitesse de rotation angulaire repre´sente´e sur la Fig. XIV.3 on distingue tre`s
nettement deux zones distinctes en variant le rayon de la goutte :
(i) La premie`re pour les gouttes de rayon supe´rieur a` 1 mm (rappelons que la longueur capillaire
lc est ici d’environ 1,4 mm). Dans cette gamme de rayons la vitesse de rotation Ωθ e´volue en
lUA
a2 ou`
l est de l’ordre de 0.4 mm.
(ii) La deuxie`me pour les gouttes de rayon infe´rieur a` 1 mm, une loi de puissance ne semble pas
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Figure XIV.3 – Vitesse de rotation angulaire Ωθ en fonction du rayon de la goutte dans un
ressaut le´ge`rement incline´ pour quatre de´bits distincts en repre´sentation lin-lin (a) et log-log (b).
Bien que diffe´rents de´bits soient utilise´s ici toutes les courbes se superposent sur une courbe
maˆıtresse sans aucune remise a` l’e´chelle, sugge´rant que la structure fine au niveau du ressaut
est inde´pendante du de´bit. Cela confirme nos hypothe`ses pre´sente´es en V.4. Qualitativement
on distingue deux zones de part et d’autre de a = 1 mm : pour a < 1 on tend vers une loi
asymptotique en UA
a
a` mesure qu’on diminue la taille des gouttes et pour a > 1 mm les donne´es
s’ajustent tre`s bien sur une courbe en lUA
a2
ou` l est de l’ordre de 0.4 mm .
eˆtre approprie´e pour de´crire ces points expe´rimentaux mais dans le cas limite des petites gouttes on
s’attend a` une loi asymptotique en UAa .
Voyons maintenant en quoi ces re´sultats expe´rimentaux peuvent eˆtre interpre´te´s et compare´s avec
un mode`le.
XIV.2 Mode`le et ses ame´liorations
XIV.2.1 Mode`le gyroscopique de base
Si on re´utilise le mode`le de´veloppe´ pre´ce´demment on s’attend donc a` trouver :
Ωθ = −1
a
UA
τA
+ UBτB
1
τA
+ 1τB
.
Equation qui peut, en tenant compte du fait que UA ∼ UB et que τA  τB comme vu pre´ce´dem-
ment, se simplifier en :
Ωθ = −UA
a
. (XIV.1)
Comme on peut le voir sur la Fig. XIV.4 cette loi fournit un ordre de grandeur correct (typiquement
un facteur 3 supe´rieur aux points expe´rimentaux) et une tendance convenable. En particulier, il semble
qu’il de´crive tre`s bien la tendance asymptotique a` petits a. Toutefois ce mode`le ne capte clairement
pas la transition d’un re´gime a` l’autre. Il doit donc eˆtre affine´.
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Figure XIV.4 – Vitesse de rotation angulaire Ωθ en fonction du rayon de la goutte dans un
ressaut le´ge`rement incline´ en repre´sentation log-log. Cet ensemble de donne´es de´ja` pre´sente´ en
Fig. XIV.3 est compare´ a` la loi XIV.1. L’e´quation XIV.1 est repre´sente´e par la ligne noire sans
parame`tre ajustable.
XIV.2.2 De´formation de la goutte et dissipation visqueuse
Nous pensons ici que les travaux de Sreenivas et al. [107] mais aussi de Mahadevan et al. [78]
peuvent contenir une piste inte´ressante pour expliquer cette diffe´rence de rotation par rapport au
re´sultat attendu : la de´formation de la goutte et donc la dissipation visqueuse au sein de la goutte. Si
une goutte est parfaitement sphe´rique et roule sur elle-meˆme il n’y a aucune dissipation visqueuse. Si
maintenant cette goutte a la forme d’une sphe`re tronque´e de surface l alors on observe des effets de
dissipation visqueuse sur un volume typique l3. Cela signifie que dans notre cas il faudrait avoir une
excellente connaissance de la surface de contact SA mais aussi de la surface de contact SB .
2
Si l’on suppose que l vaut environ 0,5 a, et en supposant que l’e´paisseur du film d’air sur cette
zone est constante, il semble pertinent d’utiliser les ordres de grandeur utilise´s par Sreenivas et al.
dans [107] et rappele´s en XII.1 et qui conduisent a` XII.2, a` savoir :
UD ≈ UA
1 +K
,
avec K = dAηd/(Hηa) ou` H correspond a` la hauteur de la goutte, ηd et ηa aux viscosite´s dynamiques
du liquide dans la goutte et de l’air. On obtient ainsi une vitesse a` la surface de goutte UD diffe´rente
de UA on s’attend donc a` trouver
Ωθ = − UA
a+ ηdηa
adA
H
. (XIV.2)
On ne peut a` partir de XII.2 obtenir que des ordres de grandeur tant la mode´lisation de la dissipation
visqueuse est discutable.
Deux cas doivent maintenant eˆtre distingue´s. La hauteur de la goutte H apparaˆıt dans cette
mode´lisation et deux cas limites sont a` conside´rer :
2. Ces surfaces de contact sont malheureusement extreˆmement difficiles a` observer et si l’on se re´fe`re au travaux
de Lhuissier et al. [74] et de Dell’Aversana et al. [34, 33] on s’aperc¸oit que la structure de la “surface de contact” est
complique´e a` de´crire que ce soit en raison de l’e´tendue spatiale qui nous reste inconnue ou aux vues de la complexite´
en trois dimensions du profil du film d’air.
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pour a lc H ≈ 2a.
pour a  lc alors H ≈ 2lc (dans ce dernier cas, on se retrouvera avec une situation ou` UD est
proportionnel a` UA, la loi pour Ωθ ne sera donc modifie´e que d’un coefficient).
Malheureusement notre gamme de gouttes se situe justement entre les deux. On conside`rera donc
les deux cas asymptotiques dans la Fig. XIV.5
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Figure XIV.5 – Vitesse de rotation angulaire Ωθ en fonction du rayon de la goutte dans un
ressaut le´ge`rement incline´ en repre´sentation lin-lin (a) et log-log (b). Cet ensemble de donne´es
de´ja` pre´sente´ en Fig. XIV.3 est maintenant compare´ a` la loi XIV.2. Deux cas doivent eˆtre
distingue´s : si a lc alors H ≈ 2a (cette situation est repre´sente´e par la ligne continue rouge)
et si maintenant a  lc alors H ≈ 2lc (cette situation est repre´sente´e par la ligne continue
bleue). La prise en compte de la dissipation permet donc d’ame´liorer conside´rablement l’ordre de
grandeur attendu par rapport a` la mode´lisation pre´ce´dente. Toutefois la tendance en 1/a2 n’est
pas davantage capte´e par cette mode´lisation.
Comme on peut le voir sur cette Fig. XIV.5, l’ajout de la dissipation visqueuse, malgre´ toutes
ses imperfections, ame´liore l’accord entre the´orie et expe´rience conside´rablement : l’accord en terme
d’ordre de grandeur est de´ja` bien meilleur. En outre la prise en compte de cette dissipation visqueuse
permet de proposer une explication pour la se´paration en deux zones autour de la longueur capillaire :
en effet autour de lc on change de re´gime de dissipation visqueuse comme montre´ plus haut et ce en
raison de la saturation en hauteur de la goutte.
Toutefois, on le voit clairement, ce mode`le de´crit tre`s mal le comportement en 1/a2 observe´ pour les
grands a (on a une variation en 1/a dans cette zone). Il semble donc que notre mode´lisation demeure
insuffisante ou que nous ayons manque´ un e´le´ment de´terminant pour expliquer ce phe´nome`ne.
XIV.2.3 De´formation du ressaut
Un autre e´le´ment dont nous n’avons pas tenu compte est la de´formation du ressaut : nous avons
pre´tendu qu’elle ne jouait qu’un roˆle mineur. Pourtant plus la goutte est grosse plus elle pince le film
de liquide en e´coulement sous elle et plus ce film liquide ralenti. Autrement dit UA peut possiblement
diminuer au fur et a` mesure que la goutte grossit.
Un moyen de ve´rifier l’importance de cet effet est de changer la densite´ du liquide de la goutte sans
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en modifier la viscosite´ dynamique. Pour ce faire on va utiliser une huile silicone perfluore´e Galden
HT 270 pour former des gouttes au sein de notre ressaut d’huile silicone standard 20 cSt.
Cette huile silicone perfluore´e posse`de une densite´ de 1,85 kg/m3 en ce qui concerne les autres
e´le´ments elle est tout a` fait comparable avec l’huile silicone utilise´e pre´ce´demment : une tension de
surface aux alentours de 20 mN/m et une viscosite´ dynamique de 21 cP. 3
La longueur capillaire de la goutte variant en ρ−1/2 on aura ici une longueur capillaire de l’ordre
de 1 mm. Cela signifie que, a` rayon donne´, pour les rayons de gouttes a petits devant cette longueur
capillaire, la goutte d’huile silicone perfluore´e sera bien plus lourde que celle d’huile silicone standard 4.
Cela reste vrai dans le cas de gouttes de rayon comparable ou supe´rieur a` la longueur capillaire de
l’huile perfluore´e 5. A` a donne´, notre goutte d’huile silicone perfluore´e sera donc bien plus lourde que
la goutte d’huile silicone et ce, dans tous les cas de figure.
Si l’on se re´fe`re aux lois d’e´chelle propose´es par Lhuissier et al. (voir XII.1.2.3) et que l’on exclut
l’influence de la densite´ sur κb la courbure en bas de la goutte, le changement de densite´ va jouer sur
l’e´paisseur de liquide dA uniquement dans le cas des petites gouttes. Dans ce cas dA varie en l
4/5
c . En
ce qui concerne le cas des grosses gouttes on ne s’attend a` aucune variation de dA . Autrement dit on
peut conside´rer que dA restera de l’ordre de grandeur du microme`tre (avec au plus 30% d’e´cart).
L’e´quation XIV.1 donnant Ωθ a` partir du mode`le gyroscopique simple ne pre´voit donc aucune
modification dans le cas de l’huile perfluore´e.
L’e´quation XIV.2 pre´voit une modification pour l’utilisation de l’huile perfluore´e :
(i) dans le cas des petites gouttes (a lc) la modification est de l’ordre de 30% du terme K valant
lui meˆme au maximum 1 soit une augmentation de la vitesse UD de l’ordre de 15% au plus.
(ii) dans le cas des grosses gouttes a  lc la modification est de l’ordre de 40% du terme en K
qui vaut donc 0,6 dans le cas d’une grosse goutte d’huile perfluore´e au lieu de 0,4 pour une grosse
goutte d’huile silicone standard. Cela signifie donc que la vitesse UD diminuera de 15 % environ dans
ce contexte.
L’expe´rience donne un re´sultat tre`s diffe´rent de celui attendu. En effet, nous avons compare´ les
fre´quences de rotation de trois gouttes d’huile perfluore´e (de rayons a compris entre 1,2 et 2,2 mm)
a` trois gouttes d’huile silicone standard de meˆme rayon. Les donne´es sont pre´sente´es dans le tableau
XIV.1.
Ces re´sultats XIV.1 signifient clairement que la masse de la goutte a une importance significative :
un facteur 2 en densite´ a pour effet de modifier de plus de 35 % les valeurs de Ωθ ce qui est bien au
dela` des modifications attendues quelle que soit la configuration (petites ou larges gouttes).
La piste la plus plausible est que la goutte appuie davantage sur le film liquide ce qui provoque
un ralentissement significatif de ce film. En ce sens la constance du rapport de fre´quence n’est pas
une surprise puisque l’on se trouve avec a de l’ordre et au dela` de la longueur capillaire pour les deux
liquides. Dans ce cas c’est seulement la zone de contact qui varie en augmentant a et non la masse
par unite´ de surface.
On peut aussi envisager le fait que la courbure κb change avec la densite´ de la goutte. Malgre´ tout
il serait surprenant que ce facteur ait une importance suffisante : pour obtenir le bon facteur il faut
au moins un facteur 1,9 sur cette courbure ce qui semble plutoˆt e´norme pour une courbure locale qui
3. Les deux liquides sont parfaitement miscibles ne´anmoins le volume repre´sente´ par quelques gouttes d’huile silicone
perfluore´e est ne´gligeable devant les quelques litres d’huile silicone standard qui circulent dans notre dispositif. On
conside`rera donc qu’il n’y a aucune pollution.
4. Elle aura en effet la meˆme forme (c’est-a`-dire une sphe`re tronque´e de rayon a) et une densite´ deux fois plus
importante.
5. En effet, si la hauteur de la goutte atteint environ 2lc (c’est-a`-dire 2 mm) et diminue donc en taille par rapport a`
la situation de l’huile standard (2,8 mm) , soit un facteur ρ1/2, la masse pesant sur le film liquide varie elle en ρ.
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a (mm) fre´quence huile perfluore´e (Hz) fre´quence huile silicone (Hz) Rapport
1,2000 9,9010 15,300 0,647
1,4752 6,5359 10,450 0,625
2,2000 2,3810 3,7500 0,635
Table XIV.1 – Comparaison des fre´quences de rotation obtenues avec une huile silicone clas-
sique 20 cS et huile perfluore´e HT 270 posse´dant la meˆme viscosite´ dynamique, la meˆme tension
de surface mais une densite´ deux fois plus importante que celle de l’huile silicone 20 cS classique.
Nous avons fait la comparaison pour trois gouttes de rayons situe´s entre 1,2 et 2,2 mm donc
au dessus de la longueur capillaire de l’huile perfluore´e et de l’ordre de la longueur capillaire de
l’huile silicone pour les deux premiers a. Le rapport de fre´quence est quasiment constant et vaut
environ 0,63. Cela traduit le fait que la densite´ a une influence plus importante que celle pre´dite
par le mode`le jusqu’alors. Il semble donc ne´cessaire de prendre en compte la de´formation du film
liquide.
doit eˆtre en grande partie fixe´e par la tension de surface.
Il est malheureusement assez difficile de quantifier l’effet de la masse de la goutte sur le film liquide
et encore plus difficile de le mode´liser.
XIV.2.4 Conclusion
Au cours de ce chapitre nous avons pu valider l’un des ingre´dients essentiels du mode`le gyrosco-
pique : la rotation de la goutte. Pour la mettre en e´vidence, nous avons le´ge`rement incline´ le ressaut
pour la maintenir dans un e´tat stationnaire. Nous avons pu mesurer sa fre´quence de rotation en fonc-
tion du rayon de la goutte. On a pu voir que cette fre´quence de rotation ne de´pendait pas du de´bit
ce qui nous renseigne sur la structure fine du ressaut et s’ave`re tre`s cohe´rent avec la vitesse quasi
constante en entre´e de ressaut que nous avions estime´e via une condition de choc a` la Be´langer. La
rotation de ces gouttes s’est ave´re´e plus complexe qu’attendue : nous anticipions, na¨ıvement, une rota-
tion solide en UA/a pourtant nous avons pu observer que cette loi n’e´tait vraie qu’asymptotiquement,
a` tre`s petit a. Nous avons alors exhibe´ deux re´gimes : le premier transitoire vers un re´gime asympto-
tique en UA/a et le second, pour a au dela` de la longueur capillaire se comportant en UA/a
2.
Nous avons donc cherche´ a` ame´liorer le mode`le-jouet base´ sur une sphe`re dure roulant sur un tapis
qui nous permettait de´ja` de mode´liser l’e´tat asymptotique en UA/a en prenant en compte les effets
de la dissipation visqueuse. Cela nous a permis d’ame´liorer conside´rablement les ordres de grandeur
pre´dits et de proposer une explication de la transition au niveau de la longueur capillaire. Nous avons
e´galement pu montrer l’importance de la de´formation du bain sous la goutte graˆce a` des expe´riences
comple´mentaires utilisant de l’huile perfluore´e.
Un autre ingre´dient qui n’a pas e´te´ aborde´ ici et qui n’est pas totalement a` exclure est la possible
recirculation du film d’air sous la goutte induisant ainsi un changement significatif de la vitesse en
surface de la goutte.
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Chapitre XV
Perspectives et conclusion
Dans les paragraphes qui suivent nous allons aller un peu plus loin avec ce syste`me expe´rimental.
Nous allons en particulier explorer deux autres aspects : le cas entre-aperc¸u pre´ce´demment ou` l’on
de´pose une goutte d’un autre liquide dans le ressaut d’huile silicone 20 cSt et le cas de plusieurs gouttes
cohabitant dans le meˆme ressaut.
XV.1 Gouttes d’autres liquides
Dans cette partie nous de´veloppons les re´sultats d’expe´riences consistant a` introduire des gouttes
d’un autre liquide dans notre ressaut d’huile silicone standard 20 cS. Deux raisons nous ont pousse´
dans cette de´marche :
(i) La premie`re et la plus e´vidente est d’essayer d’obtenir une goutte dont la coalescence avec le
bain d’huile est fortement retarde´e. Le but est d’obtenir des gouttes plus stables dans le temps afin
d’observer sur un temps long la dynamique complexe de l’e´tat ape´riodique avec moins de contraintes.
Malheureusement les diffe´rents couples n’ont pas radicalement change´ la dure´e de vie des gouttes :
lorsque les deux liquides sont miscibles, ils coalescent au bout d’un temps a` peu pre`s e´quivalent
au cas “standard” et lorsque les deux liquides sont non-miscibles la goutte se trouve emporte´e dans
l’e´coulement sous formes de “lentilles” au bout d’un temps comparable au cas standard.
(ii) Les difficulte´s que nous avions a` comprendre la loi re´gissant la vitesse angulaire Ωθ de rotation
de la goutte nous ont conduit, comme pre´sente´ pre´ce´demment, a` tester les diffe´rents parame`tres de la
goutte, c’est la deuxie`me raison qui nous pousse a` introduire des gouttes d’autres liquides dans notre
ressaut... Nous avons certes teste´ l’influence de la densite´ comme vu pre´ce´demment mais nous nous
posions aussi la question de l’influence de la viscosite´ et de la tension de surface sur Ωθ.
XV.1.1 Effet de la viscosite´
Afin de mesurer les effets de la viscosite´ sur la fre´quence de rotation des gouttes nous avons utilise´
des gouttes d’autres liquides de viscosite´s diffe´rentes comme l’e´thanol, l’eau savonneuse (pour avoir une
tension de surface variant peu par rapport a` la tension de surface de notre huile) ou encore une huile
perfluore´e basse viscosite´. Les informations concernant les proprie´te´s de ces liquides sont re´sume´es
dans le tableau XV.1.
Le premier constat que l’on peut faire en plac¸ant des gouttes peu visqueuses (i.e. l’ensemble des
liquides propose´s a` l’exception de l’huile perfluore´e “haute viscosite´”) dans le ressaut est la forme tre`s
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η (cP) ρ (kg/m3) γ (mN/m)
Huile silicone 20 950 18
Huile perfluore´e 21 1850 ∼ 20
Huile perfluore´e basse viscosite´ 1,7 1720 ∼ 17
Eau 1 1000 ∼ 70
Eau savonneuse ∼ 1 ∼ 1000 ∼ 20
Ethanol 1.2 789 22
Table XV.1 – Proprie´te´s des liquides utilise´s pour former des gouttes dans le ressaut : viscosite´
dynamique η, masse volumique ρ et tension de surface γ. La plupart de ces valeurs proviennent
de la litte´rature propose´e par le fabricant (c’est vrai en ce qui concerne l’huile silicone perfluore´e
haute et basse viscosite´ et l’huile silicone classique excepte´ la viscosite´ qui a pu eˆtre mesure´e) ou
simplement de la litte´rature.
e´trange qu’elles adoptent. L’approximation sphe´rique pour les gouttes n’est plus du tout de mise, en
effet, leur forme varie entre une forme sphe´rique et une forme ellipso¨ıdale au cours de leur parcours
dans le ressaut. On se trouve donc dans des situations tre`s diffe´rentes de celle pre´ce´demment e´tudie´e.
Leur dynamique est elle aussi change´e : le diagramme de phase n’est en rien comparable. On assiste
en effet au couplage entre la de´formation propre de la goutte et la dynamique d’une goutte dans un
ressaut. On constate en particulier de tre`s fre´quents changements de direction qui s’accompagnent
d’un changement de rapport d’aspect.
Quelques images de ces gouttes sont reporte´es en Fig. XV.1.
Figure XV.1 – Photographies prises du dessus de gouttes de liquides de basses viscosite´s de´po-
se´es dans un ressaut hydraulique circulaire d’huile silicone 20 cS. De gauche a` droite : ethanol,
eau savonneuse, huile perfluore´e basse viscosite´. Les proprie´te´s de ces liquides sont re´pertorie´es
dans le tableau XV.1. On n’observe pas de diffe´rence notable entre eau savonneuse et ethanol.
Visuellement le rapport d’aspect maximal semble eˆtre le meˆme. Les gouttes d’huiles perfluore´es
pre´sentent une ge´ome´trie le´ge`rement diffe´rente, elles ne sont pas parfaitement ellipso¨ıdales et
peuvent meˆme adopter une forme de noix de cajou. La dynamique de ces gouttes est tre`s complexe
et les formes de ces gouttes changent avec le temps et la dynamique dans le ressaut.
Une manie`re d’interpre´ter ce re´sultat avec des lois d’e´chelle consiste a` comparer la pe´riode de
rotation typique τR avec le temps de diffusion de la quantite´ de mouvement τD. En ordre de grandeur
on a : τR ∼ 2piaUA ∼ 0, 02 s et ce pour toutes les gouttes. Le temps de diffusion de quantite´ de mouvement
peut eˆtre estime´ par τD ∼ a2ν ∼ 0, 05 s pour de l’huile silicone 20 cS. Ainsi τD ∼ τR. C’est pourquoi
l’approximation de rotation en bloc semble cre´dible : il suffit d’une ou deux rotations pour que la
vorticite´ dans la goutte soit entie`rement homoge´ne´ise´e. Pour un liquide de viscosite´ ν ≈ 1 cS, τR vaut
1 s, autrement dit le mouvement de la goutte ne peut eˆtre homoge´ne´ise´ en une seule rotation. Cela
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explique donc pourquoi la goutte se de´forme au cours de son mouvement dans le ressaut hydraulique.
Cela peut expliquer la forme de pillule observe´e et le couplage extreˆmement complique´ entre la forme
de la goutte et sa dynamique dans le ressaut.
De manie`re plus rigoureuse Gilet et al. [48, 35] nous montrent que les de´formations d’une goutte
sont largement amorties par la viscosite´ si le nombre d’Ohnesorge, de´fini par Oh = ν
√
ρ/γa, est de
l’ordre de 1. Pour le cas de l’huile silicone 20 cS on a Oh typiquement de l’ordre de 0,14 (ce qui semble
suffisant aux vues des faibles de´formations subies par la goutte) et l’on a Oh de l’ordre de 0,007 dans
le cas de l’eau savonneuse et de l’alcool. On retrouve ainsi le constat e´tabli pre´ce´demment.
XV.1.2 Effet de la tension superficielle
Toutefois, parmi ces dynamiques pre´sente´es pre´ce´demment, si celle de l’e´thanol, de l’eau savonneuse
et de l’huile perfluore´e basse viscosite´ sont a` peu pre`s identiques, la dynamique d’une goutte d’eau
se singularise re´ellement. Dans le cas de l’eau les de´formations de la goutte entre l’e´tat ellipso¨ıdale
et l’e´tat sphe´rique ont pour fre´quence caracte´ristique environ 50 Hz, elles sont donc comple`tement
de´correle´es de la dynamique de la goutte. Dans le cas de l’eau savonneuse la fre´quence d’oscillation
n’est pas re´ellement observable car elle est couple´e avec la dynamique de la goutte dans le ressaut.
Cette diffe´rence ne peut eˆtre due qu’a` la tension de surface qui est le seul parame`tre change´ entre
l’eau et l’eau savonneuse. Une illustration de ce phe´nome`ne est propose´e en Fig. XV.2.
Figure XV.2 – Photographies successives d’une goutte d’eau vue de haut dans un ressaut
circulaire d’huile silicone 20 cS (le ressaut correspond a` la bande noire sur les images). Le film
est obtenu a` l’aide d’une came´ra rapide (4000 images par seconde). On peut ainsi mettre en
e´vidence la fre´quence de de´formation de la goutte de l’ordre de 50 Hz. On peut le constater, la
goutte d’eau est beaucoup moins de´forme´e que dans le cas des basses viscosite´s. La tension de
surface limite donc les de´formations mais augmente conside´rablement la fre´quence des vibrations
au point de de´correler en fre´quence ces vibrations avec la dynamique de la goutte dans le ressaut.
Il semble donc que la rotation de la goutte sur elle-meˆme soit susceptible d’exciter les modes de
Rayleigh de la goutte. Le mode 1 par exemple est de pe´riode typique :
√
ρa3
γ ∼ 10−2 s. Cela semble
compatible avec la valeur de 50 Hz pre´sente´e ici.
Ce syste`me se re´ve`le donc bien plus riche que ce que l’on aurait pu supposer et semble me´riter une
e´tude plus comple`te tant expe´rimentale que the´orique.
XV.2 Plusieurs gouttes dans un ressaut
Lorsque l’on met plusieurs gouttes dans un ressaut, on observe que les gouttes vont cohabiter en
interagissant entre elles, sans coalescer. On peut ainsi ajouter autant de gouttes dans le ressaut jusqu’a`
couvrir de gouttes le pe´rime`tre du ressaut comme sur la Fig. XV.3.
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Figure XV.3 – Vue du dessous d’un chapelet de gouttes dans un ressaut hydraulique circulaire
d’huile silicone 20 cS. On peut de´nombrer une vingtaine de gouttes (de la meˆme huile) cohabitant
dans le meˆme ressaut d’huile (RJ de l’ordre de 1 cm). On peut ainsi ajouter des gouttes dans
le ressaut jusqu’a` couvrir de gouttes le pe´rime`tre du ressaut. On constate ne´anmoins que les
gouttes ne sont jamais en contact les unes avec les autres : une distance a` peu pre`s constante
se´pare les gouttes deux a` deux.
Lorsque des gouttes sont place´es dans un e´tat orbital elles vont adopter des dynamiques collectives
surprenantes : elles vont s’entrechoquer (comme l’auraient fait deux balles rebondissantes) en opposi-
tion de phase ou au contraire tourner dans le meˆme sens en se suivant. On peut aussi, avec plusieurs
gouttes, obtenir un petit pendule de Newton.
Ce phe´nome`ne est extreˆmement contre intuitif : on s’attend a` observer la coalescence de deux
gouttes rentrant en contact. On se pose donc la question de ce qui permet aux gouttes de “cohabiter”
dans un meˆme ressaut.
Une observation de plusieurs gouttes en e´tat stationnaire (e´ventuellement re´alise´e par une faible
inclinaison du ressaut) sugge`re qu’il existe une distance minimale se´parant les gouttes les unes des
autres. Cette distance de´pend de la taille des deux gouttes (le rapport des deux rayons mais aussi de
manie`re absolue). Cette distance semble eˆtre un bon candidat pour expliquer la non coalescence de
deux gouttes meˆme si elles semblent se toucher. Reste a` comprendre d’ou` vient physiquement cette
distance de se´paration.
Il est a` noter que dans certains cas les gouttes sont se´pare´es d’une distance qui correspond a` un
angle de plus d’une dizaine de degre´s sur le ressaut. Une distance de se´paration aussi importante
e´limine de fait l’hypothe`se de film d’air se´parant les gouttes par lubrification.
L’image obtenue avec un e´clairage de biais et pre´sente´e en Fig. XV.4 sugge`re une explication :
En effet, on l’a vu dans la partie pre´ce´dente (voir XIII.2.5.2), une goutte va pincer le film liquide
et laisser en aval un “sillage”. Ce sillage est une structure en trois dimensions. Il cre´e´ donc une le´ge`re
sure´le´vation, ainsi lorsque l’on observe deux gouttes dans le ressaut (avec un e´clairage adapte´), on
peut constater que la distance qui les se´pare correspond a` la largeur de leurs deux sillages.
Le sillage de´pend de la taille de la goutte (plus la goutte est grosse plus le sillage est marque´), de
la densite´ (plus la goutte est dense, plus le sillage sera large), mais aussi de proprie´te´s intrinse`ques a`
la couche d’air qui se´pare la goutte du fluide. Ainsi nous constatons que plus la goutte est petite plus
elle (a` travers son sillage) sera sensible au sillage d’une autre goutte et, a contrario, plus la goutte sera
grosse plus elle ignorera le sillage de sa voisine. On peut donc parler d’interactions entre les gouttes a`
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Figure XV.4 – . Photographie de deux gouttes d’huile silicone statiques dans un ressaut cir-
culaire hydraulique d’huile silicone. La photographie est prise du dessus. Deux gouttes statiques
sont se´pare´es par une distance a` peu pre`s constante. Cette distance de´pend des tailles respec-
tives des deux gouttes et du rapport entre ces deux tailles mais aussi de la densite´ du liquide
utilise´ pour former les gouttes. L’e´clairage de coˆte´ permet ici de sugge´rer une explication a` cette
distance de se´paration : les sillages des deux gouttes semblent interagir et fixer cette distance.
travers leur sillage. Cette premie`re approche des choses permet de fournir une grille d’analyse cre´dible
a` nos observations. On comprend alors pourquoi deux gouttes de tailles diffe´rentes vont se repousser
davantage que deux gouttes de meˆme taille : la petite goutte sera tre`s sensible au sillage de la grosse
et maintiendra une distance plus importante qu’en pre´sence d’une autre goutte de meˆme taille ayant
un sillage plus faible. Ce phe´nome`ne est pre´sente´ en Fig. XV.5
Ce phe´nome`ne d’interaction via le sillage reste encore a` mode´liser mais ne´cessite toutefois une
connaissance pre´cise des me´canismes en jeu pour la dynamique d’une goutte dans le ressaut. Il est
donc difficile d’aller plus avant sans re´pondre aux questions pose´es dans les parties pre´ce´dentes.
XV.3 Conclusion
Au cours de cette Partie, nous avons pose´ les bases de l’e´tude d’un syste`me dynamique original :
lorsque l’on de´pose une goutte dans un ressaut elle va se mettre spontane´ment en mouvement.
Nous avons en particulier pu montrer que les parame`tres de controˆle sont extreˆmement simples
a` faire varier : on ne parle ici que du rayon du ressaut hydraulique RJ et du rayon a de la goutte
elle-meˆme. Malgre´ cette apparente simplicite´, ce syste`me offre des dynamiques tre`s diffe´rentes : on
peut observer un e´tat pe´riodique de rotation dans le ressaut mais aussi un e´tat “ape´riodique” dont
l’e´tude statistique s’annonce inte´ressante, ou encore un e´tat ou` la goutte reste parfaitement immobile
qui n’est apparu que tre`s re´cemment avec les dernie`res ame´liorations du dispositif expe´rimental.
L’e´tude exploratoire mene´e avec des gouttes de basses viscosite´s et en faisant varier la tension de
surface laisse envisager une varie´te´ de comportements dynamiques encore plus importante en ajoutant
des modes d’excitations propres de la goutte a` la dynamique globale de la goutte. Dans la meˆme
logique on peut aussi envisager de changer les proprie´te´s du bain ce qui modifiera les proprie´te´s de
de´formation du film liquide et donc pourra modifier aussi les dynamiques accessibles a` la goutte.
Un autre aspect inte´ressant re´side dans les interactions entre plusieurs gouttes qui semblent sugge´-
rer une dynamique riche pour des syste`mes a` plusieurs corps via des interactions atypiques base´es sur
le sillage des gouttes. Ce sillage de´pendant de la taille et de la densite´ des gouttes, cette interaction
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Figure XV.5 – Deux gouttes d’huile silicone sont place´es dans un ressaut d’huile, les photogra-
phies sont prises du dessus et les e´chelles ne sont pas change´es. On constate que deux gouttes
de tailles comparables se repoussent moins que deux gouttes de tailles diffe´rentes. Cette obser-
vation est compatible avec la the´orie que nous proposons, a` savoir, plus la goutte est petite plus
elle est sensible au sillage d’une goutte et a contrario plus la goutte est grosse plus son sillage
sera important. On comprend alors pourquoi deux gouttes de tailles diffe´rentes vont se repousser
davantage que deux gouttes de meˆme taille : la petite goutte sera tre`s sensible au sillage de la
grosse et maintiendra une distance plus importante qu’en pre´sence d’une autre goutte de meˆme
taille ayant un sillage plus faible.
apparaˆıt comme originale et susceptible de devenir une interaction mode`le pour d’autres syste`mes
dynamiques.
Cette simplicite´ ne doit pas effacer la re´elle difficulte´ a` comprendre les phe´nome`nes physiques res-
ponsables de ces dynamiques e´tonnantes. Un mode`le gyroscopique simple ne suffit clairement pas a`
pre´dire avec pre´cision les diffe´rentes dynamiques de la goutte meˆme s’il donne des re´sultats encoura-
geants en pre´disant, par exemple un e´tat orbital pe´riodique stable et un comportement de la vitesse
angulaire ω s’ajustant raisonnablement sur une partie de nos points expe´rimentaux. Il manque clai-
rement un ingre´dient physique a` ce mode`le pour pre´dire les mouvements ape´riodiques. Si nous avons
pu identifier un certain nombre d’effets physiques a` ajouter au mode`le (de´formation de la goutte,
du ressaut, dissipation visqueuse, film d’air,...), il est encore difficile d’en discriminer les effets et de
comprendre leur importance relative.
Afin de discriminer ces effets physiques nous avons le´ge`rement modifie´ le dispositif pour observer
la goutte dans un e´tat stationnaire. Nous avons pu alors exhiber l’un des ingre´dients cle´ du mode`le
gyroscopique, a` savoir la rotation de la goutte. Nous avons caracte´rise´ cette rotation et de´couvert
qu’elle e´tait inde´pendante du de´bit. Nous avons de´couvert que la loi d’e´volution de la fre´quence s’ave´-
rait beaucoup plus complique´e a` comprendre que ce que nous attendions. Nous avons ensuite compris
un certain nombre des effets physiques responsables de cette loi de fre´quence si inattendue, meˆme si
nous peinons encore a` les entrer dans le mode`le.
La caracte´risation du ressaut au cours de la Partie I nous a e´te´ d’un grand secours comme on a
pu le voir au cours de cette Partie. Toutefois, une e´tude encore plus pousse´e de la zone interne serait
susceptible d’apporter des re´ponses a` nos questions. En particulier il serait inte´ressant de caracte´riser
les effets d’une perturbation ponctuelle en amont du ressaut, ses effets sur la surface libre et sur le
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profil de vitesse dans la zone interne, son impact sur la courbure locale du ressaut...
Une ultime ouverture a` ce sujet est de se poser la question de l’influence d’un forc¸age sur la dy-
namique de la goutte par exemple en modulant l’alimentation en liquide du ressaut ou en faisant
vibrer verticalement le plan de re´cupe´ration du liquide. En particulier, que se passe-t-il si l’on se
place au niveau de la transition pe´riodique ape´riodique pour ces deux perturbations ? Ces deux modes
d’excitation de natures diffe´rentes devraient donner lieu a` des e´carts de dynamique inte´ressants a`
prospecter.
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Quatrie`me partie
Deux expe´riences nouvelles en
perspective
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Chapitre XVI
Deux expe´riences nouvelles en
perspective
Dans ce chapitre au statut un peu particulier nous allons proposer deux dispositifs expe´rimentaux
susceptibles d’apporter des re´ponses a` des questions souleve´es pre´ce´demment mais aussi d’en poser
de nouvelles. Nous n’avons mene´ aucune e´tude syste´matique sur les deux expe´riences pre´sente´es ici et
des montages expe´rimentaux adapte´s doivent encore eˆtre re´alise´s pour permettre une approche plus
rigoureuse.
Les quelques lignes qui suivent ne pre´sentent donc pas de mesures a` proprement parler et encore
moins une approche the´orique mais des descriptions de phe´nome`nes physiques nouveaux. Nous nous
contenterons donc simplement de de´crire ces expe´riences qui pourraient (ou devraient !) eˆtre de´velop-
pe´es dans le futur et d’e´voquer leur inte´reˆt potentiel.
XVI.1 Goutte en non coalescence dans un coˆne
XVI.1.1 Impact d’un jet sur un cylindre creuse´ en forme de coˆne
La premie`re des expe´riences propose´es est, en quelque sorte, la “petite soeur” du dispositif de
goutte dans un ressaut hydraulique. Il s’agit de faire impacter un jet liquide d’huile silicone (20 cS)
au centre d’un cylindre creuse´ en coˆne (voir Fig. XVI.1), de diame`tre 1,5 cm. L’angle du coˆne θ que
nous avons choisi ici est typiquement de l’ordre de 20 ou 30°. On observe alors plusieurs comportement
(non connus et qui me´riteraient e´galement une caracte´risation propre) :
(i) Pour de faibles de´bits le coˆne se rempli de liquide : l’interface liquide-air devient alors horizon-
tale sur l’ensemble du diame`tre du cylindre. (voir Fig. XVI.1 (a))
(ii) Pour des de´bits plus e´leve´s on constate un phe´nome`ne de ressaut hydraulique c’est a` dire une
zone interne de faible e´paisseur qui suit la pente du cone puis un choc et enfin un e´coulement plus
e´pais dans la zone externe 1. Nous sommes alors en situation de ressaut sur un plan incline´ avec des
conditions aux limites diffe´rentes de celles observe´es pre´ce´demment. L’e´tude de ce phe´nome`ne pre´sente
donc un inte´reˆt important dans la perspective des travaux pre´sente´s pre´ce´demment. (voir Fig. XVI.1
(b))
(iii) Le ressaut hydraulique est repousse´ au dela` du coˆne : l’e´coulement se fait alors simplement
1. La transition entre (i) et (ii) est extreˆmement hyste´re´tique.
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par un mince film qui s’e´coule le long de la surface du coˆne. (voir Fig. XVI.1 (c))
(a)
θ
(b)
θ
(c)
θ
Figure XVI.1 – Vues de coˆte´ de l’impact d’un jet au centre d’un cylindre creuse´ en coˆne. On
observe trois comportements distincts : (a) le coˆne est rempli de liquide. (b) un ressaut circulaire
hydraulique : une zone interne de faible e´paisseur et de forte vitesse le long de la surface du coˆne,
un choc puis une zone externe plus e´paisse et moins rapide. (c) On observe seulement un film
mince qui s’e´coule radicalement sur l’ensemble de la surface du coˆne : le ressaut est e´vacue´ au
dela` du coˆne.
L’e´tude de ce phe´nome`ne hydrodynamique est tre`s inte´ressante. Non seulement en ce qui concerne
le phe´nome`ne de ressaut mais aussi en ce qui concerne l’impact meˆme du jet sur une surface non
horizontale. Cette e´tude est e´galement a` mettre en paralle`le avec l’e´tude du ressaut sur plan incline´.
XVI.1.2 Goutte en non coalescence
Cela e´tant, ce qui nous a motive´ dans l’e´laboration de ce dispositif expe´rimental est, comme on l’a
dit plus haut, de travailler sur une expe´rience de dynamique d’une goutte en non coalescence proche
du dispositif de la goutte dans un ressaut circulaire hydraulique. L’ide´e e´tait de remplacer une si-
tuation ou` la goutte avait deux points de contact avec le liquide en une situation ou` elle n’en a plus
qu’un seul. On se place donc, comme pre´sente´ sur la Fig. XVI.2, dans la situation (iii) pour avoir
un mince film liquide le long de la surface du coˆne. Puis l’on place une goutte du meˆme liquide (qui
est, rappelons le, de l’huile silicone 20 cS) sur ce film mince. On peut observer une situation de non
coalescence pendant des dure´es de l’ordre de la minute, la goutte restant a` altitude constante. Cette
altitude est le fruit de l’e´quilibre entre la gravite´ et la friction cause´e par le bain liquide via le film
d’air sous la goutte. Une image de l’expe´rience est repre´sente´e sur un montage provisoire en Fig. XVI.2.
La goutte se met spontane´ment en rotation pour orbiter pe´riodiquement autour du jet. Cela tend
donc a` confirmer nos hypothe`ses concernant une instabilite´ gyroscopique pour expliquer les mouve-
ments de la goutte a` l’inte´rieur du ressaut. En effet, dans cette ge´ome´trie on re´duit les possibilite´s
de mouvement a` la seule interaction entre la goutte et le film d’air sous elle. On s’attendrait donc a`
ce que la goutte ne puisse tourner que dans un plan vertical et dans le sens impose´ par l’e´coulement
du fluide. Seule une instabilite´ de type gyroscopique est susceptible d’expliquer la transition vers une
orbite de la goutte ici. Cela constitue l’un des premiers inte´reˆts de cette expe´rience : on imagine que
cette expe´rience pourra confirmer un certain nombre des hypothe`ses de´veloppe´es dans le cas de la
goutte dans un ressaut.
Outre l’e´tude du phe´nome`ne en lui meˆme (vitesse et fre´quence de la goutte, stabilite´ de l’orbite)
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(a)
θ
(b)
Figure XVI.2 – Sche´ma (a) et photographie (b) d’une goutte en non coalescence dans le sys-
te`me de´crit pre´ce´demment. La goutte se situe a` altitude constante en raison d’un e´quilibre entre
friction et gravite´. Cette altitude varie donc avec la taille de la goutte : plus la goutte est grosse
plus la position d’e´quilibre est basse. On observe e´galement que la goutte orbite pe´riodiquement
autour du jet.
cette expe´rience offre de nombreux inte´reˆts :
(i) Il permet en particulier de mesurer facilement le coefficient de friction que cause le film d’air sur
la goutte. En faisant varier la taille de la goutte on change l’altitude de la goutte. Cela nous permet
donc un travail important sur cette question encore mal connue de la friction.
(ii) Connaissant cette force de friction on pourra connaˆıtre la force qui s’applique sur le mur liquide
dans le cas de la goutte dans le ressaut et ainsi obtenir une e´quation supple´mentaire dans le proble`me
de la goutte dans le ressaut. Cette e´quation est alors susceptible de nous permettre de de´terminer l’un
des parame`tres encore inconnu du proble`me de la goutte.
(iii) Toujours sur la question de la goutte dans le ressaut le fait de ne plus avoir de mur liquide nous
offre un certain nombre de perspectives comme observer la forme exacte de la goutte mais surtout
d’obtenir l’e´paisseur du film d’air sous la goutte via des me´thodes d’interfe´rome´trie.
Cette expe´rience nous offre donc des perspectives de compre´hension importantes non seulement
pour l’expe´rience “soeur” de la goutte dans un ressaut mais surtout pour l’ensemble des questions de
dynamique de goutte en situation de non mouillage avec la de´termination de coefficients de friction
difficilement accessibles dans d’autres ge´ome´tries.
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XVI.2 Impact dans une cavite´
La deuxie`me expe´rience pre´sente´e ici a e´te´ monte´e suite a` la visite d’Andrew Belmonte lors d’un
se´jour a` MSC. Elle se rapproche davantage des proble´matiques du ressaut circulaire horizontal et en
particulier des phe´nome`nes de facettage que l’on peut observer avec le ressaut. Dans cette expe´rience
on fait impacter un jet liquide (huile silicone 20 cS) au centre d’une couronne solide sur un plan
horizontal (ici du verre). Nous faisons en sorte que le diame`tre inte´rieur de la couronne soit de l’ordre
de grandeur du diame`tre des ressauts pre´sente´s en Partie I (typiquement le diame`tre est choisi entre
1 et 4 cm). L’e´paisseur de la couronne est typiquement de 5 ou 6 mm. Une image permettant de se
figurer l’expe´rience est pre´sente´e en Fig. XVI.3.
Figure XVI.3 – Image de coˆte´ figurant le dispositif expe´rimental : un jet liquide visqueux (huile
silicone 20 cS) entoure´ par une couronne circulaire solide impacte une plaque au niveau du centre
de la couronne. La couronne est caracte´rise´e par un diame`tre interne variant entre 1 et 4 cm et
une e´paisseur de l’ordre de 5 mm.
Suivant les configurations aborde´es nous avons pu observer la pre´sence ou non d’un ressaut cir-
culaire hydraulique mais ce qui nous inte´resse particulie`rement ici est ce qu’il se passe lorsque l’on
travaille a` de´bit e´leve´. On observe alors un bourrelet croˆıtre a` l’inte´rieur du diame`tre interne puis se
de´stabiliser en bosses liquides, le liquide continuant de s’e´couler en un film e´pais sur le dessus de la
couronne. Ces bosses liquides sont un phe´nome`ne a` 3 dimensions : elles sont aussi visibles vues de
dessus que vues de coˆte´, en de´passant largement de la couronne. La hauteur de ces bosses peut en effet
atteindre plusieurs fois l’e´paisseur de la couronne 2. Ces bosses liquides sont en nombre fini : il s’agit
de modes d’excitation. Ces modes sont relativement stables avec l’augmentation du de´bit. Une telle
augmentation donnera d’abord lieu a` la croissance des bosses puis a` la de´stabilisation de ces bosses a`
tre`s forts de´bits. Nous avons repre´sente´ en Fig. XVI.4 ce phe´nome`ne en vue de coˆte´ en augmentant
progressivement le de´bit.
Comme on peut le voir sur cette figure le bourrelet liquide croˆıt en fonction du de´bit jusqu’a`
atteindre une hauteur seuil ou` il se de´stabilise pour former plusieurs bosses. Ici il s’agit d’un mode 2.
On observe que c’est un mode tournant.
Nous avons en effet pu identifier qu’il pouvait y avoir des modes tournants (les bosses tournent
autour du jet) et des modes oscillants (comme dans le cas des modes vibratoires pour des gouttes en
cale´faction : temporellement les bosses deviennent creux et les creux deviennent bosses) 3. Nous avons
2. Un e´le´ment remarquable est que tout ces e´le´ments restent globalement confine´s a` l’inte´rieur du diame`tre interne
de la couronne solide.
3. Les modes tournants sont e´galement caracte´rise´s par l’e´mission d’ondes de surface dans la zone externe.
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Figure XVI.4 – Prises de vue de coˆte´ de la croissance (avec le de´bit) d’un bourrelet annulaire
liquide a` l’inte´rieur d’une couronne solide puis sa de´stabilisation en bosses liquides. On observe
ici uniquement deux bosses : il s’agit donc d’un mode 2. D’autres modes sont bien suˆr accessibles.
Si l’on augmente encore davantage le de´bit, les bosses s’amplifieront jusqu’a` se de´stabiliser a` leur
tour.
e´galement pu constater que le nombre de modes variait en fonction de tre`s nombreux parame`tres : le
diame`tre interne de la cavite´ mais e´galement sa hauteur, la vitesse du liquide en sortie de jet... Nous
avons pu observer des modes allant jusqu’a` 5. Nous avons repre´sente´ en vue de dessus un mode 3
tournant en Fig. XVI.5.
Il est tre`s probable que comme dans le cas du ressaut hydraulique circulaire l’observation de
modes soit due a` la de´stabilisation d’un vortex annulaire force´ par la couronne liquide. Cependant
le phe´nome`ne ici se fait a` tre`s basse tension de surface contrairement a` tous les autres cas aborde´s
pre´ce´demment de de´stabilisation de vortex annulaire (ressaut circulaire, bump ou tore liquide en
cale´faction).
Ce proble`me apparaˆıt donc de prime abord comme complexe mais extreˆmement stimulant tant
expe´rimentalement que the´oriquement. A nouveau, les motivations pour poursuivre cette e´tude ne
manquent pas.
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Figure XVI.5 – Vue du dessus d’un mode 3 tournant forme´ par l’impact d’un jet dans une
cavite´ circulaire.
Conclusion
Cette the`se est donc une contribution a` l’e´tude des e´coulements a` surface libre et en particulier au
phe´nome`ne de ressaut hydraulique. Au cours de ce manuscrit nous avons essaye´ de convaincre le lecteur
de l’enjeu the´orique et expe´rimental que reveˆt la compre´hension de ce phe´nome`ne. Nous avons en effet
taˆche´ d’apporter une approche nouvelle permettant une meilleure compre´hension du ressaut circulaire
hydraulique apre`s avoir de´montre´ que sa mode´lisation n’avait rien de trivial et s’ave´rait encore un
en jeu scientifique d’actualite´. Nous avons e´galement traite´ de la question de la brisure de syme´trie
spontane´e induite par l’inclinaison du substrat sur lequel on fait impacter perpendiculairement un jet
liquide. Nous avons pu observer que cette brisure de syme´trie engendrait une tre`s forte de´pendance du
phe´nome`ne a` la situation de mouillage dans laquelle on se trouve et soulevait des questions complexes
sur cette question du mouillage. Enfin nous avons pu montrer que le ressaut pouvait servir de contexte
a` l’e´tude de dynamique de gouttes en situation de non coalescence, sujet profonde´ment porteur.
Au cours de la premie`re partie, nous avons en effet aborde´ spe´cifiquement la question du ressaut
hydraulique circulaire. Notre e´tude bibliographique nous a permis de de´montrer qu’en de´pit d’une lit-
te´rature riche la se´lection du rayon de ressaut posait encore question. Nous nous sommes en particulier
aperc¸us que la partie la plus discute´e et la moins documente´e e´tait la zone externe, apre`s le choc. Nous
avons donc, a` l’aide d’arguments simples, de ve´rifications expe´rimentales mais e´galement nume´riques
(en collaboration avec Henri Lhuissier), e´labore´ un mode`le robuste pour cette zone externe. Cette
e´tude expe´rimentale a eu de nombreuses conse´quences : elle a permis le constat expe´rimental, jamais
e´tabli auparavant, d’un nombre de Froude inde´pendant du de´bit, de la viscosite´ et de la tension de
surface en sortie de ressaut. Ce fait expe´rimental nous a pousse´ a` proposer une loi analytique simple
concernant la se´lection du rayon du ressaut en fonction des diffe´rents parame`tres expe´rimentaux. Cette
loi analytique s’est re´ve´le´e en excellent accord avec l’ensemble de nos donne´es expe´rimentales. Notre
e´tude de la zone externe nous a e´galement permis de remettre en question la mode´lisation de la zone
interne propose´e par Watson et commune´ment admise. Nous avons en particulier pu montrer que cette
mode´lisation de la zone interne s’ave´rait en de´saccord avec la condition de choc e´galement propose´e
par Watson. Nous avons e´galement pu constater a` l’aide de mesures directes que la condition de choc
pouvait s’ave´rer compatible avec nos re´sultats sous certaines hypothe`ses non de´montre´es mais que la
mode´lisation de la zone interne par Watson e´tait bel et bien mise en de´faut.
Les perspectives concernant cette partie sont a` la fois the´oriques et expe´rimentales. La perspective
the´orique principale est bien entendu de mode´liser ce nombre de Froude constant. Il s’agit de com-
prendre si le nombre de Froude est inde´pendant des parame`tres physiques au-dela` de nos conditions
expe´rimentales ou s’il s’agit en re´alite´ de variations lentes et invisibles sur notre plage de re´sultats. La
re´ponse a` cette question s’ave`re de´terminante dans la compre´hension meˆme du phe´nome`ne de choc
pour le ressaut circulaire hydraulique. Expe´rimentalement, les perspectives sont d’essayer d’e´largir
notre approche a` d’autres situations comme le cas d’un ressaut confine´ par un mur externe ou sur des
gammes de parame`tres diffe´rentes. Il s’agit e´galement de multiplier les mesures dans la zone interne
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afin de permettre une mode´lisation plus pertinente de cette partie du proble`me. Enfin une connaissance
plus fine des structures d’e´coulement avant et apre`s le choc, par le biais, par exemple d’un dispositif
de PIV nous permettrait de re´pondre a` nos interrogations sur la validite´ de la condition de choc.
La deuxie`me partie concernait le ressaut forme´ par l’impact d’un jet perpendiculairement a` un
plan incline´. Les re´sultats que nous avons obtenus sont donc beaucoup plus exploratoires en raison
de la faiblesse de la litte´rature existante sur le sujet. Au cours de cette partie nous nous sommes
inte´resse´s a` un ressaut se´parant une zone interne et un bourrelet liquide d’e´paisseur plus importante.
Ce ressaut est d’abord ferme´ aux petites inclinaisons de plaque puis s’ouvre progressivement avec
l’augmentation de l’inclinaison pour adopter une structure en “fer a` cheval”. Nous avons e´galement pu
constater que les conditions de mouillage jouaient un grand roˆle dans la forme du bourrelet et donc
pour la forme du ressaut. Nous avons e´tudie´ trois situations diffe´rentes de mouillage : total, partiel et
quasi-nul. En situation de mouillage total on distingue une se´paration nette entre la fin du bourrelet
liquide et le film pre´curseur qui l’entoure qui se traduit par un angle de contact effectif. Cet angle de
contact effectif n’a rien de trivial et nous ne savons, a` ce jour, toujours pas comment l’interpre´ter. En
situation de mouillage partiel nous avons e´te´ frappe´ par l’absence d’hyste´re`se entre les situations a`
de´bits croissants et de´croissants. Cela traduit la dynamique de la ligne de contact qui est sans cesse en
mouvement, rendant difficile la mesure de l’angle de contact. En mouillage quasi nul nous avons e´gale-
ment pu observer, en fonction du diame`tre de l’injecteur, une situation sans ressaut, le film mince de
la zone interne se fragmentant sous l’effet de la tension superficielle. On peut e´galement sous certaines
conditions observer la coexistence d’un ressaut sur la partie amont et ce phe´nome`ne de fragmentation
sur la partie aval. Nous avons e´galement travaille´ plus quantitativement en se consacrant a` l’e´tude de
Rtop et Rwidth pour chacune des situations de mouillage. Dans toutes ces situations nous obtenons des
de´pendances en de´bit inde´pendantes de l’inclinaison a` un pre´facteur pre`s. En situation de mouillage
total les deux grandeurs e´tudie´es sont bien de´crites par une loi en Q5/8. Tandis qu’en mouillage par-
tiel on observe, pour les deux longueurs mesure´es un re´gime line´aire a` faibles de´bits et un re´gime
asymptotique a` forts de´bits e´galement en Q5/8. Cette loi en puissance 5/8 n’est pas sans rappeler la
loi d’e´chelle obtenue par Bohr et al. pour le ressaut circulaire hydraulique. On s’e´tonne e´galement de
trouver une loi d’e´chelle commune inde´pendante du de´bit en re´gime asymptotique.
Nous avons, dans ce cadre, travaille´ a` la construction de mode`les de´crivant nos re´sultats. Dans
tous les cas, a` des degre´s divers on obtient des ordres de grandeurs et des tendances pre´sentant un
accord raisonnable avec nos re´sultats expe´rimentaux. Toutefois tous ces mode`les doivent eˆtre renforce´s
par des mesures plus pre´cises pour ve´rifier des hypothe`ses qui rele`vent pour le moment de l’intuition.
On retiendra en particulier un re´sultat commun fort : la zone interne du ressaut est comparable aux
re´sultats obtenus sur un plan horizontal et sa mode´lisation ne semble pas modifie´e par l’inclinaison de
la plaque.
Les perspectives expe´rimentales concernant cet aspect sont bien e´videmment un travail autour des
questions de mode´lisation des bourrelets liquides et en particulier des angles de contact. Cela semble
eˆtre la condition sine qua non pour aller vers l’ame´lioration des mode`les que nous avons esquisse´s.
La troisie`me partie de ce me´moire traite d’un cas original de dynamique de gouttes en non coa-
lescence. En effet une goutte pose´e dans un ressaut circulaire hydraulique va se retrouver coince´e
contre le mur liquide et ne va pas coalescer en raison d’un film d’air entretenu par l’e´coulement sous
la goutte. La goutte se met alors, comme nous l’avons montre´ par notre mode´lisation, spontane´ment
en mouvement dans le ressaut en raison d’une instabilite´ gyroscopique. Nous avons pu observer plu-
sieurs e´tats dynamiques : l’e´tat pe´riodique ou` la goutte orbite pe´riodiquement le long du ressaut et
l’e´tat ape´riodique ou` la goutte subit des changements de vitesses et de sens le long du ressaut. Notre
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mode`le-jouet nous a permis d’anticiper l’e´tat pe´riodique. Ne´anmoins il s’ave`re e´vident qu’il manque
un e´le´ment physique dans ce mode`le pour expliquer l’e´tat ape´riodique. Nous fournissons un certain
nombre de pistes susceptibles d’ame´liorer notre mode`le comme par exemple la prise en compte de la
perturbation du ressaut cause´e par le sillage de la goutte. Nous avons e´galement pu confirmer notre
hypothe`se d’instabilite´ gyroscopique en observant la rotation propre dans un ressaut tre`s le´ge`rement
incline´. Il s’ave`re que la fre´quence de rotation de cette goutte est bien plus complexe qu’attendue. Ici
encore nous avons identifie´ un certain nombre d’e´le´ments physiques susceptibles d’entrer en compte
dans une mode´lisation efficace de cette rotation.
Les perspectives de cette partie s’ave`rent eˆtre particulie`rement nombreuses. Outre une exploration
plus approfondie de la dynamique (avec par exemple une e´tude statistique des renversements pour le
comportement ape´riodique) nous en avons esquisse´ certaines (comme l’e´tude de l’interaction entre plu-
sieurs gouttes et le changement de liquide pour la goutte) mais un grand nombre restent a` construire
(faire vibrer le bain ou pulser l’injection afin de maˆıtriser les perturbations causant le comportement
ape´riodique, changer le liquide du bain...).
Enfin nous avons propose´ a` la fin de ce manuscrit deux nouvelles expe´riences permettant de pro-
longer les travaux pre´sente´s ici : la le´vitation d’une goutte dans un cylindre creuse´ en coˆne et l’impact
d’un jet dans une cavite´...
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Annexes
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A Mesure de la viscosite´ : viscosime`tre a` capillaire
Afin d’effectuer des mesures de viscosite´, on utilise un viscosime`tre a` capillaire SCHOTT (voir
Fig. 6). Le liquide dont on veut mesurer la viscosite´ est injecte´ par le tube de droite de manie`re a` ce
que le niveau du liquide se situe entre les deux jauges du re´servoir. En plac¸ant une propipette (ou une
seringue relie´e par un tube) au dessus du tube a` capillaire on cre´e´ une de´pression. Le liquide va donc
monter dans ce tube. Afin de cre´er cette de´pression il est bien entendu ne´cessaire de boucher (avec
le doigt par exemple) le troisie`me tube (qui sert a` e´galiser les pressions) durant la phase d’aspiration
du liquide. Une fois que le niveau du liquide de´passe le trait de jauge supe´rieur du tube capillaire on
peut de´marrer la mesure.
(a)
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 Afin d’effectuer des mesures de viscosité, on utilise un viscosimètre à capillaire SCHOTT 
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(avec le doigt par exemple) pendant l’aspiration du liquide. Le dispositif est alors prêt pour 
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Figure B-1 : (a) Photographie d’un viscosimètre à capillaire surmonté d’une propi-
pette (b) Schéma explicatif du rôle des différents tubes du viscosimètre. 
 
 Si l’on débouche le tube de gauche, la pression est identique (et égale à la pression at-
mosphérique) de part et d’autre du tube capillaire. L’écoulement dans le capillaire sera alors de 
type Poiseuille, et le temps (  d’écoulement du liquide entre les deux traits de jauge, proportion-
nel à la viscosité cinématique : 
  ! = kτ (B-1)  
Les valeurs des constantes k sont déterminées par le constructeur. Une simple mesure du temps 
d’écoulement entre les deux jauges permet donc d’obtenir une mesure de la viscosité cinémati-
que. 
 
 
 
Tube capillaire 
de mesure 
Tube égaliseur 
de pression 
te
l-0
00
83
93
5,
 ve
rs
ion
 1
 - 
4 
Ju
l 2
00
6
Figure 6 – (a) Photographie d’un viscosime`tre capillaire. (b) Sche´ma explicatif du roˆle des
diffe´rents tubes du viscosime`tre (tube e´galiseur de pression, tube capillaire de mesure et tube
re´servoir). La diffe´rence entre la photographie et le sche´ma est que le tube e´galiseur de pression
occupe une position centrale sur la photographie.
Si l’on de´bouche le tube e´galiseur de pression, le re´servoir situe´ en dessous du tube a` capillaire se
remplit partiellement d’air. La pression devient donc identique a` la pression atmosphe´rique en haut
et en bas du tube a` capillaire. L’e´coulement dans le capillaire sera alors de type Poiseuille et le temps
τ d’e´coulement du liquide entre les deux traits de jauge proportionnel a` la viscosite´ cine´matique ν :
ν = kτ. (1)
Avec k une constante de´pendant du rayon et de la hauteur du capillaire. Ces constantes k sont
de´termine´es par le constructeur. Ainsi, une simple mesure du temps d’e´coulement entre les deux
jauges permet d’obtenir une mesure de la viscosite´ cine´matique. L’erreur avec ce type de viscosime`tre
est extreˆmement faible lorsque l’on utilise un k adapte´. La principale difficulte´ re´side dans le lavage
et le se´chage du viscosime`tre entre deux usages...
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B Quelques rappels sur le mouillage
Dans cette the`se il est souvent fait appel a` la notion de mouillage total et partiel. Les angles de
contact (statique, d’avance´e ou de recule´e) sont aussi employe´s et reveˆtent une importance particulie`re
dans le cas du ressaut hydraulique incline´. On se propose donc de faire ici un bref rappel sur ces
questions de mouillage et d’angles de contact.
B.1 De´finition : mouillage et ligne de contact
Lorsque l’on de´pose une goutte d’eau sur une surface solide (en atmosphe`re terrestre) nous sommes
en pre´sence d’un syste`me a` trois phase : liquide, solide et gazeuse et a priori aucune des interactions
entre les diffe´rentes phases ne peut eˆtre ne´glige´e pour de´crire le syste`me. Le “mouillage” est donc
l’e´tude de l’e´talement d’un liquide sur un substrat, le tout dans un gaz. Selon les affinite´s du liquide
avec le gaz et le solide et selon l’affinite´ entre le solide et le gaz le liquide va plus ou moins s’e´taler.
Dans nos situations nous ne faisons pas varier le gaz ou ses proprie´te´s (nous restons toujours en contact
avec l’atmosphe`re terrestre) mais seulement le couple liquide/substrat. On obtiendra des situations
extreˆmes depuis le cas ou` le liquide s’e´tale en un fin film (c’est le cas de l’huile sur du verre) jusqu’au
cas ou` la goutte reste quasiment sphe´rique (c’est le cas dit “super-hydrophobe”).
Lorsque la goutte ne mouille pas entie`rement la plaque la ligne a` l’interface entre les trois phases
(liquide, gaz et solide) est appele´e “ligne de contact” ou encore “ligne triple”.
Le controˆle du mouillage, c’est-a`-dire le controˆle de l’e´talement des liquides, trouve des applications
dans des champs tre`s varie´s. Par exemple, les vitres des pare-brises ou les verres des lunettes sont
enduits d’une surface protectrice pour que l’eau ne s’y e´tale pas et qu’elle puisse s’e´couler en laissant
la surface se`che derrie`re elle.
B.2 Parame`tre d’e´talement S : mouillage total et mouillage partiel
On distingue deux types de mouillage : total et partiel (voir Fig. 7). Afin de de´terminer si une
goutte va s’e´taler sur un substrat ou non, il faut conside´rer le parame`tre d’e´talement S qui correspond
a` la diffe´rence d’e´nergie entre substrat sec et mouille´ :
S = γSG − (γSL + γ), (2)
avec γSG la tension interfaciale solide/gaz, γSL la tension interfaciale solide/liquide et γ la tension
interfaciale entre le liquide et gaz (autrement appele´e tension superficielle). Si S est positif, le liquide
s’e´tale comple`tement sur le substrat pour former un film nanoscopique ; on appelle cette situation
mouillage total (voir Fig. 7 (a)). Par contre, si S est ne´gatif, alors la goutte ne s’e´tale pas et elle forme
un angle de contact βe avec le substrat ; on appelle cette situation “mouillage partiel” (voir Fig. 7 (b)).
B.3 Angle de contact d’e´quilibre : loi de Young-Dupre´
Si l’on e´quilibre les forces capillaires par unite´ de longueur (les tensions interfaciales γSL, γSG et
γ) au niveau de la ligne triple et que l’on projette le re´sultat sur le plan solide on obtient la loi de
Young :
γcosβe = γSG − γSL. (3)
Notons e´galement que la projection des forces capillaires sur la verticale est e´quilibre´e par une de´for-
mation e´lastique du solide. Si le solide est dur, cette de´formation est inobservable.
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Figure 7 – (a) Mouillage total : le liquide s’e´tale comple`tement sur le substrat sous forme d’un
film. (b) Mouillage partiel : le liquide forme une goutte d’angle de contact βe avec le substrat.
La ligne a` l’interface entre les trois phases est appele´e “ligne de contact”.
L’e´quation 2 de´finissant le parame`tre d’e´talement peut eˆtre re´e´crite :
S = γ(cosβe − 1). (4)
On retrouve bien le re´sultat pre´ce´dent : si S est ne´gatif il n’existe pas de βe solution et donc le liquide
s’e´tale totalement sur la plaque jusqu’a` une e´chelle d’e´paisseur nanoscopique. Egaliser les e´quations 2
et 4 permet d’obtenir une expression pour βe :
cosβe =
γSG − γSL
γ
. (5)
B.4 Hyste´re´sis de mouillage
Pour autant la loi de Young soule`ve tout de meˆme un certain nombre d’interrogations. Si l’on sup-
pose un angle de contact d’e´quilibre unique en cas de mouillage partiel, la goutte, dans le re´fe´rentiel
du solide, est soumise a` une force sur la ligne de contact e´gale a` γ cosβe. En inte´grant sur l’ensemble
de la ligne de contact (circulaire) on obtient que pour la goutte la re´sultante de cette force est nulle
dans le plan du substrat (voir Fig. 8 (a)). Et donc si on incline le substrat, la goutte ne pourra pas
rester statique, meˆme pour de tre`s faibles inclinaisons. Pourtant, tout le monde a de´ja` pu voir des
gouttes d’eau qui restent accroche´es sur une vitre, meˆme verticale.
(a)
γ
βe
γ
βe
−→
F =
−→
0
(b)
γ
βa
γ
βr
−→
F = γ(cosβr − cosβa)−→ux
x
Figure 8 – (a) Goutte parfaitement syme´trique de re´volution, avec un angle de contact d’e´qui-
libre unique βe. (b) Si l’on incline le substrat on observe que la goutte reste accroche´e a` la paroi.
La syme´trie de la goutte est brise´e et l’on observe des angles de contact diffe´rents entre l’amont
et l’aval de la goutte. Les valeurs maximales des angles de contact sont note´s βa pour l’angle
d’avance´e (le plus grand angle de contact accessible) et βr pour l’angle de recule´e (le plus petit
angle de contact accessible). La brisure de syme´trie de la goutte entraˆıne une re´sultante des
forces capillaires (repre´sente´es ici dans le re´fe´rentiel du solide) non nulle et re´sistive.
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En re´alite´, il n’y a pas un unique angle de contact d’e´quilibre βe, mais toute une gamme d’angles
de contact statiques (voir Fig. 8 (b)). Il est possible de s’en convaincre en injectant ou en aspirant du
liquide dans une goutte : on observe alors une varie´te´ d’angles de contact plus ou moins large suivant
le couple solide/liquide choisi. L’angle βe de´pend donc de la fac¸on dont le syste`me a e´te´ pre´pare´ et
est ainsi multivalue´ et peut prendre des valeurs comprises entre βa, l’angle statique d’avance´e et βr
l’angle statique de recule´e. Pour plus d’informations on se reportera a` [30].
Lorsque l’on incline le substrat sur lequel repose la goutte, celle-ci reste statique en se dyssyme´tri-
sant et ne prenant un angle de contact supe´rieur a` βe en aval et infe´rieur βe en amont (voir Fig. 8 (b)).
On aura donc pour la plus grande inclinaison mise en mouvement de la goutte, un angle βa en aval
de la goutte et un angle βr en amont. Il en re´sulte une force d’accrochage par unite´ de longueur, qui
s’oppose au de´placement de la goutte et dont la valeur peut atteindre au maximum : γ(cosβr−cosβa).
La diffe´rence βa − βr entre les angles statiques d’avance´e et de recule´e est appele´e “hysteresis de
mouillage”. Son origine se trouve dans les imperfections du substrat (rugosite´ ou de´fauts chimiques du
solide) [61, 29].
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C Substrat super hydrophobe : la recette
Dans ce travail nous avons eu besoin de travailler sur des substrats avec une mouillabilite´ bien
controˆle´e, en particulier nous avons cherche´ des substrats permettant des angles de contact statiques
entre le liquide et la surface bien supe´rieurs a` 90° (pour un rappel sur les angles de contacts voir B.
Le choix le plus simple a donc e´te´ de choisir comme liquide l’eau qui est un liquide naturellement
assez peu mouillant (la polarite´ des mole´cules d’eau assure une tre`s grande e´nergie de liaison entre les
mole´cules) et facile a` trouver a` tempe´rature ambiante... Nous avons cherche´ un substrat pour lequel
l’angle de contact est supe´rieur a` 130° (commune´ment appele´ surfaces super hydrophobes). De tels
substrats existent dans la nature (les feuilles de lotus par exemple) et pour les fabriquer en labora-
toire les chercheurs se sont inspire´s de ces exemples. Il en re´sulte qu’un substrat super hydrophobe
(naturel ou synthe´tique) est caracte´rise´ par deux ingre´dients : le premier est naturellement la chimie,
en effet on cherche a` diminuer au maximum les affinite´s chimiques entre le liquide et la surface, on
peut ainsi obtenir des surfaces assez hydrophobes (une goutte d’eau sur une surface te´flonne´e aura un
angle de contact aux alentour de 90-100 degre´s). Mais la chimie ne suffit pas, il faut en outre ajouter
une texturation de la surface : l’ide´e est qu’ainsi le liquide ne sera en contact qu’avec une fraction de
la surface (comme un fakir sur un tapis de clous) et en grande partie en contact avec de l’air. Or il
est toujours plus favorable pour une mole´cule d’eau d’eˆtre en contact avec d’autres mole´cules d’eau
qu’avec l’air autrement dit l’air constitue une surface parfaitement hydrophobe (angle de contact a`
180°). Ainsi l’angle de contact de l’eau sur une surface super hydrophobe de´pendra de la fraction de la
surface effective sur lequel repose le liquide. Plus celle ci sera faible plus la surface sera hydrophobe.
Dans le cas de la feuille de lotus cette texturation prend la forme de petits plots d’une taille de l’ordre
de 10 microns, posse´dant eux meˆme une texturation de taille caracte´ristique proche de la centaine de
nanome`tre. Pour davantage d’informations nous invitons le lecteur a` se reporter au travail de David
Que´re´ (par exemple [89]).
(a)
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1.2 Mouillage des surfaces texture´es
1.2.1 Du lotus au gerris
De nombreuses plantes sont superhydrophobes, c’est-a`-dire caracte´rise´es par un tre`s grand angle
de contact vis-a`-vis de l’eau. L’exemple le plus connu est probablement la feuille de lotus, re´pute´e
en Inde comme un symbole de pur t´. Ce i pr vient du fait q e les gou tes d’eau glissent sur ses
feuilles en emportant les poussie`res qui s’y sont de´pose´es [3]. Les gouttes d’eau sont alors quasiment
sphe´riques comme on peut le voir sur la figure 1.5 et ressemblent a` de petites billes. Christoph
Neinhuis et Whilhelm Barthlott ont catalogue´ environ 200 feuilles superhydrophobes dont, entre
autres, le gingko biloba, la feuille de tulipe ou de magnolia [57].
Toutes ces plantes sont caracte´rise´es par de tre`s grands angles de contact (150 a` 165°) et une faible
hyste´re´sis : des gouttes millime´triqu s glissent sur des feuill s incline´es de s ulement q elq es deg e´s.
A l’e´chelle micronique, leurs surfaces pre´s ntent une forte rugosi e´ do t l’e´ch lle c racte´rist que est
la dizaine de microns. Ces surfaces rugueuses sont recouvertes de cire, lisse ou en cristaux, qui est
hydrophobe. Enfin, une deuxie`me rugosite´ sub-micronique est souvent pre´sente comme on peut le
voir sur les feuilles de lotus et de Colocasia Esculenta (figure 1.6). Cette deuxie`me rugosite´ est
probablement responsable en partie de l’extraordinaire superhydrophobie de ces feuilles.
Fig. 1.5: Photo d’une goutte d’eau millime´trique pose´e sur une feuille de Lotus. Photo de Se´bastien Saint-Jean.
a b
20 µm 20 µm
Fig. 1.6: Images par microscopie e´lectronique a` balayage (MEB) de feuilles de Nelumbo nucifera (lotus) (a) et de
Colocasia esculenta(b) (Oreilles d’e´le´phant). Photos de W. Barthlott et de C. Neinhuis [3].
Certains animaux pre´sentent eux aussi des surfaces texture´es hydrophobes. On peut citer comme
(b)
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regime results from the penetration of the liquid inside themicrotextures; this liquid surrounds the
droponwhich the contact angle ismeasured.Then, the lens of liquid sits upon amixture of solid and
liquid, at odds with theWenzel hypothesis, which assumes a dry solid beyond the drop, as shown in
Figure 4. We call this second regime superhydrophilic, and we describe this regime in Section 4.
3.2. Natural Microtextures
Microtext r s re also found on the s rfaces of many plants and animals (Figu e 6). In hisNatural
History, Pliny the Elder noticed that water on a leaf forms perfect spheres, provided that the leaf
surface is woolly (25, p. 32). The old literature (and po try) sporadically r ports the special wetting
behavior of plants and animals, such as a review by Dufour in 1833 (26, pp. 68–74), a paper by
Fogg in 1944 (27), and a comment on Fogg’s paper by Cassie & Baxter (28). More systematic
studies performed (only) in the past decade generated a remarkable collection of microtextures,
of which Figure 6a displays a few examples.
On plant leaves, we often see bumps at the scale of 10–50 µm (Figure 6a,b). For the most
popular of these hy rophobic pla ts, namely the lotus, and m ny other ones, these papillae are
covered by fine nanostructures at the scale of 100 nm. The coexistence of two scales of roughness
contributes significantly to the quality of the superhydrophobicity (29–36).However, despitemany
a b
c d
500 nm50 µm
50 µm50 µm
Figure 6
A few examples of natural superhydrophobic materials, as revealed by SEM. (a) Leaf of the so-called
elephant’s ear (Colocasia esculenta). From Reference 39 (courtesy of Peter Wagner and Christoph Neinhuis).
(b) Lotus leaf. Courtesy of Barthlott & Neinhuis (20). (c) Leg of a water strider. From Reference 23 (courtesy
of Lei Jiang). (d ) Surface of a mosquito (Culex pipiens) eye. From Reference 40 (courtesy of Lei Jiang). Note
the difference in scale between panels a–c and panel d.
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Figure 9 – (a) Photo d’une goutte d’eau millime´trique pose´e sur une feuille de Lotus. Photo
de Se´bastien Saint-Jean. (b) Photographie au microscope e´lectronique a` balayage d’une feuille de
lotus. On peut observer les deux e´chelles de texturation de la feuille : des plots d’une dizaines de
microns eux-meˆmes texture´s (quelques centaines de nanome`tre). Photos de W. Barthlott et de
C. Neinhuis. Pour plus d’informations se reporter a` [89].
En re`gle ge´ne´rale pour fabriquer des substrats super hydrophobes en laboratoire on utilise des me´-
thodes de lithographie : on texture la surface a` l’aide de petits plots d’une largeur typique de quelques
microns et espace´s d’une dizaine de microme`tres. La surface est ensuite traite´e chimiquement pour
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eˆtre hydrophobe. Dans notre cas nous avons besoin de larges plaques dont les dimensions de´passent
largement le diame`tre des wafer de silicium ( ∼ 20 cm) et qui soient plus simples et moins che`res a`
produire.
Nous avons donc fabrique´ des substrats en traitant des plaques me´talliques (cuivre) selon une me´-
thode de´veloppe´e par Larmour et al. [71] : apre`s avoir nettoye´ la plaque (et rince´ a` l’e´thanol) nous
trempons la plaque pendant une minute dans une solution de Nitrate d’Argent (AgNO3, 0, 1 mol.L
−1,
dilue´e dans l’eau). La grille va alors changer de couleur pour adopter une teinte marron fonce´e, voire
noire. La re´action en jeu est une re´action d’oxydore´duction entre l’ion Ag+ et le cuivre : des atomes
d’argent sont de´pose´s en surface (ce qui explique le changement de couleur). Cette de´position se fait de
manie`re he´te´roge`ne et des observations au microscope e´lectronique [71] ont montre´ que la de´position
se fait sous forme d’agre´gats (0,15-0,3 µm) de particules (50-100 nm) : on a donc une double e´chelle
de rugosite´ du substrat.
(a)
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Remarkably Simple Fabrication of Supe hydro hobic Surfaces Usin
Electroless Galvanic Deposition**
Iain A. Larmour, Steven E. J. Bell,* and Graham C. Saunders
Much of the recent research on hydrophobic materials has
been inspired by the water-repellent nature of lotus leaves
(Nelumbo nucifera and N. lutea), which show a double
roughness on their surfaces (nanohairs on microbumps) along
with a waxy coating.[1–5] Numerous synthetic hydrophobic
surfaces based on polymers,[6–9] glasses,[10] metals,[11] carbon
nanotubes,[12,13] and waxes[14, 15] have mimicked the lotus!s
double roughness, and many display superhydrophobicity
(usually arbitrarily defined as contact angle, q, > 1508).
However, very few have achieved the extremely high (170–
1808) contact angles that are the most interesting, and those
that have are either difficult to prepare[8,12,16–18] or very
fragile.[14,15] Here we report a remarkably straightforward
method for treating metals which yields robust double-
roughness metal surface coatings that pass McCarthy!s test
for 1808 contact angles[19] and which is carried out under
ambient conditions using readily available starting materials
and laboratory equipment.
The method uses electroless galvanic deposition to coat a
metal substrate with a textured layer of a second metal, for
example immersion of zinc foil in AgNO3(aq) gives a matt
black textured silver surface coating. Subsequent immersion
of the metal-coated sample in a solution of a conventional
surface modifier such as 3,3,4,4,5,5,6,6,7,7,8,8,9,9,10,10,10-
heptadecafluoro-1-decanethiol (HDFT) covers the textured
coating with a low-surface-energy self-assembled monolayer
and renders the composite material hydrophobic. Despite the
simplicity of this preparation method, it reliably gives
materials whose surfaces have the properties associated
with the best quality superhydrophobic surfaces. The roll-off
angle of 20-mm3 stationary water droplets on Ag/HDFT-
treated Zn plates was found to be 0.648! 0.048, and the
contact angle, determined by curve fitting of high-resolution
images of deposited drops, was approximately 1738! 18
(Figure 1). Owing to the well-known problems associated
with the measurement of very high contact angles,[20, 21] we
have also used the water-affinity test suggested by Gao and
McCarthy which involves searching for any indication of
adhesion when a surface is pulled away from a drop of
liquid.[19] Our surfaces passed this test for “1808” contact-
angle materials. There is clearly a need for detailed inves-
tigation of the methods used to characterize these extreme
contact angles (the photographic method appears to under-
estimate the value suggested by the adhesion method), but
here we wish to concentrate on this new surface-treatment
method and some of the phenomena that it has allowed us to
explore, rather than on detailed arguments about contact-
angle measurements.
One striking effect of the surface modification is the
change in appearance of the treated samples on immersion in
water. When a matt black treated metal sheet is immersed in
water and viewed at a glancing angle, it appears as a silver
mirror (Figure 2). To our knowledge this is the first time that
this optical property has been reported for a synthetic
material. The critical angle was determined as 48.68! 0.98,
Figure 1. A water drop (8 mm3) on a silver/HDFT superhydrophobic
surface deposited on a copper substrate. Images recorded on similarly
coated zinc substrates were identical.
Figure 2. A superhydrophobic copper plate in water viewed a) perpen-
dicular to the surface and b) past the critical angle.
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identical to that for reflection at a normal water/air boundary
(48.6268). The absolute reflectivity at 514 nm was found to be
96! 4% at 27.58. The high absolute reflectivity and the
critical-angle measurements both suggest that these are
Cassie–Baxter surfaces[22] where the mirrorlike appearance
is due to an air layer between the water and superhydropho-
bic surface. A theoretical discussion of the possibility of such
surfaces displaying underwater superhydrophobicity has
recently been published.[23] If we assume that the Cassie
equation can be applied to these surfaces, then we calculate
that less than 1% of the water surface is in contact with the
thiolated metal.
This surface-treatment method is extremely flexible: the
main requirement for selection of the pair of metals for the
substrate and coating layers is that their redox potentials
allow the spontaneous reduction of an aqueous solution of the
coating metal. For example, we have also prepared super-
hydrophobic surfaces from gold deposited on zinc, silver on
copper foil, and gold on copper foil. Changing the bulk metal
has no significant effect on the photographically measured
contact angle (1738! 28 for silver on copper), and the surfaces
also pass Gao and McCarthy!s 1808 test.
Scanning electron microscopy of all four co binations of
silver and gold coatings on copper and zinc substrates
reveal d the textured metal surfac s that give C ssie–
Baxter behavior. It is evident that the deposition of the
coating metal na rally generat s sufficient roughness to give
superhydrophobicity. Figure 3a shows that the gold structures
deposited on zinc are made up of “flowers” each 0.20 to 1 mm
nd compos d of sm ll r (ca. 60 to 200 nm) faceted crystal-
lites, so there is an obvious “double roughness”. The double
roug ness is less obvious in the silver structures deposited on
copper (Figure 3b), but close examination does show that the
coating is compos d of 150–300- m clusters of 50–100-nm
particles. The exact nature of the surface morphology is
clearly not critical because the p otographically measured
contact angles of both the surfaces shown in Figure 3 (after
treatment with HDFT) were identical within the ! 28
experimental uncertainty. Although there is no significant
difference in contact angle between similarly treated copper
and zinc objects, we prefer to work with copper since it gives
very stable surfaces that show no deterioration even after
immersion in water for a week. In contrast, the Zn surfaces
degraded over days of immersion with formation of non-
hydrophobic areas of Zn(OH)2 (Zn/O atomic ratio 1:2.04,
determined by energy-dispersive X-ray spectroscopy (EDX)).
It is known that appropriate surface roughness can
enhance hydrophilicity as well as hydrophobicity.[24,25] We
have found that treatment of the deposited metal surfaces
with 1-mercaptohexanol, which would be expected to form
less hydrophobic self-assembled monolayers, leads to a
complete reversal of the wettability; the contact angle
decreases from the 1738 value found for HDFT to 2.88! 0.98.
The simplicity of the coating method makes it possible for
us to take Cu or Zn objects of any reasonable size or shape
and to make their surfaces extremely hydrophobic. The entire
process is performed under ambient conditions and takes less
than 15 min. This has given us the opportunity to study metal
objects more complex than simple foil sheets. For example,
the deformed meniscus in Figure 2b prompted us to take
further inspiration from nature and construct a model pond
skater. Pond skaters (Gerridae) are supported on water by
superhydrophobic legs, which have a hierarchical structure
based on oriented microsetae with nanogrooves.[26] In our
model (Figure 4), which has a mass of 0.13 g (10 times more
than pond skaters of the same size), the copper legs have been
treated with silver and HDFT.
On a more practical level these surfaces appear to be ideal
for the fabrication of planar microfluidic devices since they
can be patterned by mechanical removal of the surface
coating, to provide areas or channels of different wettability.
Moreover, if fully enclosed conduits or pipes are treated, the
flowing water will have minimal contact with the container
walls due to the air layer, reducing friction in turbulent flows.
It is relevant in these contexts that the surfaces are also simple
to repair/regenerate if they are physically damaged, for
example, if they are accidentally scraped by a sharp metal
object. Immersing the damaged sample into the aqueous
metal ion solution results in redeposition of the textured
metal, which can then be rethiolated.
Finally, despite the wealth of potential practical applica-
tions, we believe the main significance of these materials will
be that researchers in many different fields will be able to
investigate and exploit superhydrophobic materials with
contact angles at or near the 1808 limit without being confined
to particular substrate geometries or investing in complex
fabrication tools.
Figure 3. SEM images of a) gold on etched zinc and b) silver on
copper. The scale bar in each case is 1 mm.
Figure 4. A metallic model “pond skater” (body length 28 mm) stand-
ing on a water surface. Note the deformation of the surface around
the legs.
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Figure 10 – (a) Goutte d’eau (8 mm3) sur un substrat traite´e suivant la me´thode de´crite ici [71].
L’angle de contact se situe aux alentours de 170°. (b) Observation au microscope e´lectronique a`
balayage d’une surface super hydrophobe obtenue par traitement au nitrate d’argent. On observe
une rugosite´ a` l’e´chelle nanome´trique, qui, couple´e au traitement chimique donne le caracte`re
super hydrophobe de la surface. e´chelle : 1µm. pour plus d’informations se reporter a` [71].
Cette surface est ensuite rince´e a` l’eau puis se´che´e. On plonge ensuite la plaque dans une solution
de HDFT (3,3,4,4,5,5,6,6,7,7,8,8,9,9,10,10,10-heptadecafluoro-1-decanethiol) dilue´e dans l’ethanol a`
10−3 mol.L−1. Apre`s 20 minutes on peut ensuite sortir la plaque et la rincer a` l’ethanol. Ce traitement
rend la plaque hydrophobe en se fixant sur les mole´cules d’argent.
On a ainsi cr´e´ en moins d’une heure une plaque sup r hydrophobe : l’angle de contact de l’ au
avec cette plaque se situe aux alentours de 160° et l’hyste´re`se de mouillage n’est que d’une fraction de
degre´s.
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